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量子 场 论 是 研究 基本 粒子 的 理论 , 它 始 于 本 世纪 二 十 年 代 , 近 
年 又 有 许多 新 的 发 展 ,并 广泛 应 用 于 其 它 学 科 和 领域 ,是 理论 物理 
最 活跃 的 前 沿 学 科 之 一 ,由 于 量子 场 论 的 深度 、 难 度 以 及 它 的 迅速 
发 展 ,使 得 刚 学 习 这 一 课程 的 学 生 和 读者 遇 到 不 少 困难 。 

作者 多 年 来 为 华南 师范 大 学 物理 系 高 年 级 学 生 和 研究 生 讲 授 
量子 场 论 课程 .本 书 是 根据 作者 所 编写 的 讲义 经 过 修改 补充 而 成 ， 
旨 在 提供 一 本 内 容 较 全 面 又 通俗 易 慌 的 入 门 书 。 

， 为 了 使 读者 对 量子 场 论 有 较 全 面 的 了 解 ,本 书 特别 编 入 了 重 
整 化 和 规范 场 的 内 容 。 书 中 全 部 数学 推导 都 尽 可 能 作 到 详尽 ,或 指 
出 推导 步骤 ,或 通过 附录 说 明 。 注 意 章节 间 的 承前启后 ,内 在 联系 
以 及 所 得 结果 的 物理 意义 的 释 注 , 并 且 做 到 内 容 上 基本 自足 ,使 学 
过 量子 力学 和 电动 力学 的 读者 通过 学 习 本 书 可 掌握 量子 场 论 的 基 
本 知识 ,为 在 这 一 领域 的 进一步 研究 打下 坚实 的 基础 。 

本 书 由 一 本 讲义 逐步 扩充 成 为 现在 这 样 正 式 出 版 的 教科 书 ， 
这 与 华南 师范 大 学 物理 系 给 予 作者 良好 的 工作 条 件 是 分 不 开 的 ， 
也 与 历届 系 领导 ,理论 物理 教研 室 以 及 学 习 本 书 的 学 生 的 关怀 与 
热情 支持 分 不 开 。 在 此 ,作者 对 他 们 致 以 衷心 的 感谢 ,特别 怀念 已 
故 原 物理 系 主任 何 新 发 教授 早期 为 这 门 课程 的 建设 和 对 作者 的 指 
导 。 

由 于 这 门 学 科 发 展 迅速 ,内 容 丰 富 , 作 者 水 平 有 限 ,错漏 和 不 
足 在 所 难免 , 望 广大 读者 、 同 行 专家 对 本 书 提出 宝贵 的 意见 ,作者 
无 限 感 谢 。 

作 者 
1990 年 5 月 于 广州 
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第 一 章 绪论 


§1.1 物理 理论 的 发 展 和 量子 场 论 的 建立 


人 类 对 物质 世界 的 研究 和 认识 是 由 低速 现象 到 高 速 现象 ， 由 
宏观 领域 到 微观 领域 ， 并 且 将 这 些 研 究 成 果 总 结 成 在 该 范围 内 适 
用 的 物理 理论 。 首 先 对 低速 、 宏 观 物理 现象 的 研究 总 结 出 古典 的 
物理 理论 (如 古典 力学 、 热 力学 等 ), 这 一 工作 在 十 九 世纪 以 前 就 
已 完成 。 进 而 对 高 速 、 宏 观 物理 现象 的 研究 总 结 出 相对 论 性 古典 
理论 (如 古典 电磁 场 理论 和 相对 论 等 ), 这 一 工作 也 已 于 十 九 世纪 
和 二 十 世纪 初 完成 。 随 着 实验 技术 的 发 展 和 理论 研究 的 深入 ， 研 
究 工作 深入 到 微观 领域 ， 人 们 发 现 微观 世界 的 物质 运动 具有 新 的 
特性 一 一 波 、 粒 二 象 性 。 对 低速 、 微 观 物理 现象 的 研究 导致 非 相 
对 论 量子 力学 的 诞生 。 这 一 工作 以 1925 年 非 相对 论 节 定 格 
《Schrédinger) 方程 的 建立 而 基本 完成 。 二 十 世纪 三 十 年 代 以 后 , 实 
验 发 现 了 一 系列 新 的 基本 粒子 和 它们 之 间 的 相互 转化 现象 ， 这 是 
属于 高 速 、 微 观 物理 现象 。 以 往 的 非 相对 论 量子 力学 和 相对 性 古 
典 理论 都 不 能 对 这 些 现象 进行 解释 。 

非 相 对 论 量子 力学 和 古典 物理 理论 是 在 一 定 范围 内 总 结 出 来 
也 只 能 用 来 解决 一 定 范围 的 物理 现象 ， 因 此 具有 一 定局 限 性 。 

非 相 对 论 量子 力学 只 在 低速 微观 范围 内 适用 ， 自 由 粒子 的 
Schrédinger 方程 如 下 〈 自 然 单位 制 ) : 


:= 用 


卫 : 
其 中 三 二 P=-iy 

上 式 的 能 量 算 符 是 从 古典 力学 继承 而 来 〈 自 由 粒子 的 能 量 就 
是 它 的 动能 )， 而 描述 高 速 物理 现象 的 相对 论 能 量 应 为 

一 Pz 十 mm2 

另外 ， 在 粒子 的 速度 接近 光速 的 情况 下 ， 粒 子 的 动能 可 能 远 
大 于 它 的 静 能 ， 因 此 在 相互 作用 过 程 中 能 量 转换 可 能 很 大 ， 而 在 
满足 质 能 关系 定律 下 导致 粒子 的 产生 和 消失 ， 字 宙 射 线 中 电子 徐 
射 和 介子 簇 射 就 是 例子 。 但 描述 多 粒子 运动 的 Schradinger 方程 ， 
只 能 描述 有 固定 粒子 数目 的 状态 ， 因 而 不 能 处 理 粒子 的 产生 、 消 
失 和 转化 问题 。 总 之 ， 量 子 力学 不 能 用 于 高 速 物理 现象 。 

同样 ， 相 对 论 性 古典 物理 虽然 能 反映 高 速 物理 现象 ， 但 不 能 
描述 微观 现象 中 波 、 粒 二 象 性 。 例 如 相对 论 质点 力学 虽然 能 反映 
客体 的 粒子 性 ， 但 不 能 反映 客体 的 波动 性 ;而 相对 论 性 古典 电磁 
场 理论 (Maxwell 理论 ) 能 够 反映 客体 的 波动 性 , 但 不 能 反映 客体 
的 粒子 性 。 

由 于 以 往 的 理论 都 不 能 解释 高 速 微观 现象 领域 里 所 出 现 的 实 
验 事实 ， 促 使 人 们 探求 新 的 理论 ， 这 个 新 的 理论 必须 既 能 反映 微 
观 现象 的 波 、 粒 二 象 性 ， 又 具有 能 反映 高 速 现象 特点 的 罗 仑 效 不 
变性 ， 这 就 导致 量子 场 论 的 建立 。 

量子 场 论 的 建立 是 从 电磁 场 的 量子 化 开始 的 。 因 为 人 们 最 先 
研究 的 高 速 微观 现象 是 关于 光子 的 现象 ,光子 是 电磁 场 的 量子 ,只 
能 以 光速 运动 ， 有 关 光 子 的 现象 就 是 高 速 现象 ， 而 且 光子 的 静止 
质量 为 零 , 即使 在 很 小 的 能 量 转换 过 程 中 , 光子 也 能 产生 和 消失 。 
麦克 斯 韦 (Maxwelb) 的 电磁 理论 本 来 就 满足 特殊 相对 论 的 要 求 ,能 
描述 高 速 现象 ， 因 此 我 们 有 理由 期 望 将 电磁 场 理 论 量子 化 ， 从 而 
得 到 一 个 既 能 反映 波动 性 ， 又 能 反映 粒子 性 ， 描 述 高 速 微观 现象 
的 理论 。 

狄 拉克 (Dirac) 在 1927 年 首先 将 电磁 场 量 子 化 ,其 方法 如 下 : 
把 电磁 场 的 运动 分 解 为 一 系列 的 基本 振动 ， 每 个 基本 振动 代表 一 
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个 自由 度 ,而 每 个 基本 振动 系统 的 能 量 B 只 能 是 一 系列 不 连续 的 
数值 。 即 


了 一 十 起 oa 


电磁 场 的 量子 化 就 是 将 电磁 场 各 个 基本 振动 量子 化 ， 量 子 化 后 的 
能 量 也 取 如 上 式 所 给 的 不 连续 的 数值 ， 这 就 解释 了 电磁 场 的 不 连 


续 性 (粒子 性 ) 和 光子 的 存在 。 同 时 某 一 振动 自由 度 激发 至 s 一 1 
的 受 激 状态 就 相应 于 产生 了 一 个 频率 为 。 的 光子 ， 某 一 自由 度 处 
于 & 的 激发 态 ， 就 相应 于 存在 * 个 频率 为 & 的 光子 ， 振 动 激发 的 
消失 ， 相 应 于 光子 的 消失 。 因 此 量子 化 后 的 电磁 场 理论 不 仅 能 解 
释 光 子 的 存在 ， 而 且 为 处 理光 子 的 产生 和 消失 开辟 了 道路 。 

Driac 在 1928 年 提出 了 描述 单个 高 速 电子 运动 的 相对 论 波动 
方程 (以 后 称 为 Driac 方程 )， 随 后 人 们 仿照 电磁 场 的 量子 化 方法 
提出 了 电子 场 的 概念 ， 并 将 电子 场 量 子 化 。 电 子 场 的 激发 相应 于 
电子 的 产生 ， 电 子 场 激发 的 消失 相应 于 电子 的 消失 。i 闻 首先 牧 出 
电子 场 量 子 化 方法 的 是 约旦 和 维 格 纳 (Jordan and Wigner 1928)。 
海 森 堡 和 泡 里 (Heisenberg and Pauli 1929) 进一步 研究 了 电子 场 和 
电磁 场 之 间 相 互 作用 的 量子 理论 一 一 量子 电动 力学 ， 并 建立 了 量 
子 场 论 的 比较 普遍 的 数学 形式 。 

1930 年 以 后 ， 实 验 相继 发 现 了 正 电 子 、 中 子 、 中 微 子 、4 介 
子 、# 介 子 、K 介子 、4 超 子 、Z 了 超 子 、8 超 子 …… 以 及 它们 之 间 
的 相互 转化 现象 。 人 们 对 各 种 不 同 的 基本 粒子 引进 相应 的 量子 场 
的 概念 ， 并 用 各 种 场 之 间 的 相互 作用 来 处 理 各 种 基本 粒子 之 间 的 
相互 作用 和 相互 转化 问题 。 目 前 为 止 用 这 种 方法 处 理 基本 粒子 现 
象 取得 比较 重要 成 就 的 是 量子 电动 力学 和 6 衰变 现象 ， 至 于 其 它 
基本 粒子 现象 ， 实 验 积累 的 资料 不 多 ， 而 且 理 论 上 也 存在 不 少 困 
难 ， 因 此 量子 场 论 还 不 是 一 个 完备 的 理论 ， 只 是 未 来 完备 的 基本 
粒子 理论 的 前 驱 ， 正 象 量子 论 是 量子 力学 的 前 驱 一 样 。 

量子 场 论 存在 的 基本 困难 是 “发 散 困难 ”, 这 一 困难 是 当 用 微 
扰 论 计算 任何 电磁 相互 作用 时 ， 第 一 级 近似 计算 的 结果 常常 和 实 
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验 结果 相符 合 ， 但 进一步 作 高 级 近似 计算 的 结果 总 是 无 穷 大 ， 而 
没有 实际 意义 。 这 种 发 散 困难 在 古典 电子 论 中 同样 存在 《电子 自 
能 的 无 穷 大 ), 但 量子 场 论 中 发 散 困难 的 种 类 还 有 所 增加 (例如 真 
空 极 化 的 高 级 近似 也 是 发 散 的 )， 其 它 量子 场 理 论 ， 如 8 衰变 理 
论 ， 介 子 、 核 子 和 超 子 场 的 理论 等 也 过 到 同样 的 基本 困难 。 朝 永 
振 一 郎 (Tomonaga 1946) 许 温 格 (Schwinger 1948) 和 费 (Feynman 
1949) 曾 提出 克服 发 散 困 难 的 “ 重 整 化 方法 ”， 成 功 地 解释 了 某 些 
电磁 现象 中 极为 精细 的 效应 ,例如 电子 的 反常 磁 窍 , 氢 原 子 25} 和 
2P} 能 级 的 微小 差异 (Lamb 移动 )。“ 重 整 化 方法 ”使 量子 场 论 跨 进 
了 一 大 步 ， 但 并 不 是 彻底 克服 这 一 困难 而 只 是 绕 过 这 一 困难 ， 很 
可 能 是 将 困难 向 后 推迟 一 步 ， 因 为 重 整 化 以 后 尽管 每 一 级 的 计算 
是 收敛 的 ， 但 整个 级 数 仍 旧 很 可 能 是 发 散 的 。 

量 水 场 论 还 存在 另 一 个 严重 的 技术 上 的 困难 ， 就 是 用 微 扰 论 
方法 处 理 弱 相互 作用 (相互 作用 强度 数量 级 为 10-* 一 10-5) 和 电磁 
相互 作用 (相互 作用 强度 数量 级 为 10-2) 时 可 以 得 到 很 好 的 近似 结 
果 ， 但 是 对 强 相互 作用 (相互 作用 强度 数量 级 为 1 一 15) 就 只 能 得 到 
很 坏 的 近似 或 根本 不 能 用 微 扰 论 方法 计算 .人们 努力 探索 处 理 强 
相互 作用 的 普遍 有 效 方法 , 例如 本 世纪 五 十 年 代 盖 尔 曼 等 人 (Gell 
一 Mann ，Goldberger & Thirring 1954〉 及 波 龙 留 波 夫 (Boromo6oB 
1957) 的 “色散 关系 ”以 及 从 六 十 年 代 开 始 至 现在 所 发 展 的 量子 
色 动 力学 QCD) 都 是 企图 寻求 描述 强 相互 作用 的 理论 。 

1954 年 杨振宁 和 米尔 斯 提出 普遍 的 规范 对 称 性 的 数学 理论 ， 
这 是 一 个 以 定 域 规范 不 变性 为 基础 的 场 论 , 即 所 谓 规 范 场 论 。 这 理 
论 认 为 : 具有 某 种 整体 对 称 性 的 物理 定律 ， 当 把 它 推广 到 对 定 域 
对 称 变换 下 保持 不 变 时 ,就 必须 引入 新 的 场 一 -规范 场 .这 一 理论 
体系 在 六 十 年 代 后 期 关于 对 称 性 真空 破 缺 机 制 提出 后 得 到 重要 的 
应 用 ,使 量子 场 论 得 到 新 的 发 展 。 比 如 认为 夸克 通过 它 的 味 和 味 规 
范 场 〈 光 子 场 和 中 间 玻 色 子 场 》 发 生 电 磁 作 用 和 弱 作 用 的 动力 学 
理论 一 一 量子 味 动力 学 (QFD),， 在 弱 、 电 统一 理论 方面 已 取得 了 
初步 的 成 功 ， 理 论 预 言 的 规范 粒子 Wt 和 Zr 已 于 1983 年 被 实验 发 
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现 和 证 实 。 量 子 色 动力 学 (QCD) 是 描述 强 相 互 作 用 的 规范 场 论 , 认 
为 夸克 通过 它 的 色 自 由 度 和 色 规 范 场 〈 胶 子 场 ) 发 生 强 作用 。 这 个 
理论 的 某 些 预言 也 得 到 实验 支持 .1974 年 威 尔 还 《Wilson) 提出 格 
点 规范 场 论 ， 这 个 理论 能 对 强 看 合 进行 有 效 的 计算 ， 提 供 了 对 夺 
克 禁 闭 的 说 明 . 总 之 , 六 十 年 代 以 后 量子 场 论 有 许多 新 的 发 展 , 但 
仍然 不 能 认为 是 一 个 圆满 的 理论 ， 还 存在 很 多 困难 ， 而 这 些 困难 
的 克服 将 与 物理 思想 和 概念 的 重大 突破 相 联系 。 


8$1.2 ”组 成 物质 的 基本 粒子 


基本 粒子 一 般 指 构成 物质 的 基本 单元 , 即 没有 结构 的 几 亿 点 ， 
是 一 个 理想 的 物 埋 模 型 .基本 粒子 物理 学 是 物理 学 的 前 沿 ,是 目前 
国际 上 最 活跃 的 学 科 之 一 ， 而 “量子 场 论 ”是 研究 基本 粒子 的 主 
要 理论 之 一 ,基本 粒子 以 个 别 或 集体 的 方式 相互 作用 ， 相 互 约 制 ， 
相互 转化 ， 从 而 形成 字 罕 间 形 形 色色 的 物质 ， 发 生 和 干 变 万 化 的 物 
理 现象 ， 对 物质 结构 物理 规律 的 追根 求 源 的 研究 ， 把 人 们 引 向 向 
观 世 界 ， 并 且 层 层 深 入 下 去 。 

基本 粒子 这 一 术语 中 的 “基本 ”两 字 的 含义 是 相对 的 ， 是 随 
着 人 们 对 物质 结构 认识 的 发 展 而 发 展 . 当 人 们 对 微观 世界 的 认识 
进入 更 深 的 层次 时 ， 有 些 原来 认为 是 “基本 ”的 粒子 就 可 能 不 再 
是 “基本 ”的 了 ， 而 是 有 结构 的 粒子 .例如 : 以 前 把 质子 、 中 子 认 
为 是 基本 粒子 ， 随 着 高 能 物理 实验 的 发 展 和 理论 研究 的 深入 ， 现 
在 人 们 已 便 向 于 认为 它们 都 是 由 “夸克 ”组 成 的 有 结构 的 粒子 了 
(重子 具有 不 均匀 结构 的 观念 已 为 核子 的 电荷 集中 在 类 点 状 组 分 
上 而 不 是 均匀 分 布 的 实验 所 证 实 ， 这 种 点 状 结构 称 为 部 分 子 ， 部 
分 子 是 否 真实 客体 ， 以 及 与 夸克 有 何 关 系 ， 还 在 探索 之 中 。 最 近 ， 
美国 弗 里 德 曼 等 人 已 证 实 夸克 的 存在 ). 工 外 ,物质 是 否 无 限 可 分 ， 
是 否 存在 一 个 物质 结构 的 最 小 单元 ,从 目前 高 能 物理 实验 来 看 ,要 
作出 结论 还 为 时 过 早 .基于 上 述 种 种 原因 ,在 现行 的 文献 和 著作 中 
常用 “粒子 ”代替 ”基本 粒子 ”一 词 ， 并 把 “基本 粒子 物理 学 ” 改 

5 


称 为 “粒子 物理 学 ”。 

到 目前 为 止 ， 人 们 已 经 发 现 的 粒子 超过 七 百 种 ( 含 共 振 态 粒 
子 ， 有 些 尚 待 确认 ) .按照 相互 作用 的 性 质 ， 可 分 成 三 类 : 

(1) 规范 粒子 ”这 是 传递 相互 作用 的 粒子 ， 已 被 发 现 和 确认 
的 有 下 面 四 种 : , 

光子 (y) ”传递 电磁 相互 相 作用 , 自 话 J=1, 静 质 量 m 一 0， 
光 的 量子 理论 是 Einstein 在 1905 年 首先 提出 ， 并 被 光电 效应 和 康 
普 顿 散射 实验 所 证 实 的 。 

中 间 狼 色 子 (W+，2Zo) ”传递 弱 相 互 作用 , 自 旋 J=1, 静 质 
量 mm: 二 80，8GeV/c?, mm 一 92.9GeV/o “+ 和 2 粒子 于 1983 年 
1 月 和 6 月 在 西欧 中 心 相继 被 发 现 。 

此 外 ， 传 递 强 作用 的 胶 子 (g)〈 自 旋 为 J 一 1， 静 质量 m 一 0， 
不 带电 ) 和 传送 引力 作用 的 引力 子 〈 自 旋 J 一 2》 仍 有 待 实验 证 
实 。 

(2) 轻 子 “参与 弱 作 用 和 电磁 作用 (中 微 子 只 参与 弱 作 用 ) 的 
粒子 。 

电子 e- 自 旋 J=1/2, mm 一 0. 51MeV， 1897 年 汤姆 还 (J. J. 
Thomson) 测定 阴极 射线 粒子 荷 质 比 时 发 现 , 是 最 早 发 现 的 基本 粒 
子 。 . 
正 电 子 e+ ”是 电子 的 反 粒子 , 1932 年 安 德 还 (Andesson) 在 字 
宙 射 线 中 发 现 。 

H+，pk” J 二 1/2，m 二 106MeV，1935 年 在 宇宙 射线 中 发 现 。 


»， J 二 1/2, 静止 质量 为 零 , 1933 年 泡 里 (Pauli) 研究 5 误 
变 时 预言 其 存在 ，1953 年 从 实验 上 发 现 。 

T+,T- 加 一 1807MeV, 1977 年 在 SLAC 用 ete 交叉 储存 环 , 进 
行 ete- 对 擅 实 验 ， 发现 轻 子 + 存 在 。 

1962 年 发 现 有 %%, 之 别 , 很 可 能 + 类 轻 子 亦 有 自己 的 中 微 


* IMeV/c—1. 78267X10-™rg. 
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r 
现在 已 被 发 现 并 被 确认 的 轻 子 共 十 二 种 〈 含 反 粒 子 )， 分 成 三 类 : 


| 粒子 于 
轻 子 数 工 1 -1 1 时 
， #{ 粒子 pt » 
轻 子 数 工 。 1 -1 1 -1 
#( 粒子 r rt mw vv, 
轻 子 数 志 1 -1 -1 


(3) 强 子 参与 强 作用 ， 在 已 发 现 的 粒子 中 ， 除 去 规范 粒子 
和 轻 子 ， 其 余 都 是 强 子 . 强 子 又 分 为 重子 自 旋 为 志 的 整数 倍 ) 和 
介子 〈 自 旋 为 堆 或 整数 ). 人 们 发 现 ， 强 子 的 性 质 满足 经 验 公式 


Q=4+37, 7 一 B+S 


其 @ 是 粒子 的 电荷 ，Rs 和 了 分 别 为 粒子 的 同位 旋 第 三 分 量 和 超 荷 
( 超 荷 等 于 重子 数 B 和 奇异 数 3 的 代数 和 ) 。 

”基于 对 实验 资料 的 分 析 ， 盖 尔 曼 (Gell 一 Mann) 于 1962 年 提 
出 强 子 结构 的 夸克 (quark ) 模 型 ,认为 auark 有 三 种 ,是 自 旋 为 
1/2 的 费 米子 。 


并 认为 介子 是 由 夸克 和 反 夸 克 组 成 (4 4), 重子 是 由 三 个 夸克 组 
成 (4 9 9g)。 这 个 模型 成 功 地 预言 了 9- 粒 子 的 存在 , 9-= (S 


S 全 自 旋 J= 呈 = 一 1 S= 一 3 7 一 0.1964 年 实验 证 实 了 这 
个 粒子 的 确 存在 。 

(4) 新 粒子 .J/% 粒 子 (3095) 是 1974 年 由 丁 肇 中 (BNL) 和 
Richter 《SLAC) 先后 发 现 的 , 由 于 质量 大 宽度 小 , 用 原 有 理论 难于 
解释 ， 有 人 便 提出 应 存在 第 四 种 压 克 一 一 上 夸克 (c) 


Q J 5S ”C0 (Charm 量子 数 ) 


(u, d,s 夸克 的 各 数 C= 二 0) 

以 后 10 年 还 发 现 了 %' (3684MeV) 六 (3772) 六 (4030) 等 
粒子 。 

T (9. 4GeV) Ir’ (10. 0) I (10. 4) 

它们 是 由 e+ 和 。~ 对 接 在 1977 一 1978 年 先后 发 现 的 ,它们 的 发 现 使 
人 们 相信 可 能 有 第 五 种 底 压 交 8 存在 ,b 夸克 和 反 夸 克 5 构 成 了 粒 
子 。 出 于 对 称 性 考虑 ， 人 们 预言 存在 第 六 种 夸克 ， 称 为 上 夸克 或 顶 
夸克 。1984 年 ?月 欧洲 核子 研究 中 心 UA 一 1 实验 组 发 现 了 顶 夺 克 ， 
质量 为 40GevV/c:， 下 面 给 出 另外 三 种 夸克 的 性 质 。 


在 已 发 现 的 七 百 余 种 粒子 中 ， 真 正 的 稳定 粒子 〈 即 未 发 现 误 
变 行为 的 粒子 ) 只 有 电子 、 质 子 、 三 种 中 微 子 及 其 反 粒 子 和 光子 ， 
共 11 种 .但 粒子 物理 学 中 有 一 个 公认 的 约定 ,把 凡是 不 能 通过 强 作 
用 衰变 的 粒子 称 为 “稳定 ”粒子 ,否则 称 为 不 稳定 粒子 .附录 I 给 
出 稳定 粒子 简 表 。 


$1.3 自然 单位 度 规 与 记号 


1， 自 然 单位 

实验 证 实 ， 在 微观 物质 运动 规律 中 存在 着 两 个 不 变 的 常数 万 
和 c， 其 中 方 是 普 朗 克 常数 除 以 2x， 标 志 闭 量子 效应 ,。 是 光 在 真 
空中 的 传播 速度 ,标志 着 相对 论 效应 。 还 有 可 能 存在 着 一 个 不 变 的 
基本 长 度 !. 这 三 个 常数 的 数值 是 采用 人 为 制定 的 基本 单位 情况 下 
出 现 的 。 如 果 我 们 采用 一 个 单位 制 ， 取 *。 为 速度 的 单位 ， 太 为 作用 
量 的 单位 ,1 为 长 度 的 单位 , 即 取 c= 亡 = ! 一 1， 那 么 这 三 个 常数 在 
微观 物质 运动 的 规律 中 应 该 不 再 出 现 . 因 此 有 理由 称 这 种 单位 制 
为 自然 单位 制 .厘米 、 克 、 秒 制 与 自然 单位 制 的 关系 如 下 : 


1 厘米 一 寺中 


1 埃 一 时 -由 = 和 -四 


1 友 一 营 D[c]-[D- 


由 此 可 知 一 个 量 纲 为 [厘米 [ 秒 [ 克 了 的 物理 量 与 自然 单位 制 
的 关系 是 : | 
[ 压 米 了 [ 秒 ][ 克 ] 一 Kc:[A]'[c]-wtr2[O]s+o 
即 [里 米 、 克 、 秒 单位 制 中 物理 量 的 数值 ] 
二 K+t! [在 自然 单位 制 中 物理 量 的 数值 ] 

其 中 : 天 一 加 o-w+HPE+p- 

由 于 基本 长 度 的 存在 尚未 最 后 确定 ， 在 现代 量子 场 论 中 为 了 
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表述 的 方便 和 使 场 论 各 种 公式 更 为 简洁 ， 常 取 下 列 的 简化 单位 : 

1) 方 一 c 一 1 l= 1 厘米 

2) 场 之 间 的 相互 作用 常数 《如 电荷 采用 海 氏 《Heaviside》 制 。 
这 时 ， 两 种 单位 制 间 有 如 下 互 换 关系 : 


1 厘米 = 1[ 厘 米 ] = 1 自然 单位 
1 秒 = c[ 厘 米 ][c]-! 二 3 X 10*[ 厘 米 ] 自然 单位 


1 克 = 车 [厘米 ]![#] [oJ] 二 3 X 107 [厘米 ]-: 自然 单位 


电荷 和 Ah12c12 有 相同 的 量 纲 ， 电 子 的 电荷 e 在 CGS 制 里 为 


lel 一 人 ao 


在 自然 单位 制 里 写成 计 
a 

dx 137 

采用 上 述 单位 制 后 ， 作 用 量 广 和 光速 。 在 公式 中 就 不 再 明显 
地 出 现 了 .同时 在 基本 公式 中 也 不 再 出 现 .但 当 理论 计算 的 公式 
用 于 观测 验证 时 , 仍 需 将 自然 单位 制 转换 为 普通 单位 制 .本 书 采用 
自然 单位 制 。 

2.， 度 规 

度 规 标志 空间 的 几何 性 质 ， 对 一 个 空间 的 矢量 和 长 度 的 不 同 
规定 方式 , 对 应 不 同 的 度 规 。 在 狭义 相对 论 中 , 空间 的 三 个 自由 度 
和 一 个 时 间 自 由 度 结合 成 一 个 统一 的 四 维 空间 称 为 闵可夫 斯 基 空 
间 ' (Minkowsky space)， 对 于 这 个 空间 中 的 矢量 分 量 和 长 度 ， 有 各 
种 不 同 的 规定 方式 .对 应 于 不 同 的 度 规 对 物理 量 的 描述 ,常用 的 有 
下 列 两 种 度 规 

(1)》 泡 里 度 规 (Pauli metric) 
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泡 里 度 规 里 协 变量 与 逆 变 量 没有 区 别 ， 但 物理 量 的 描述 受到 
忠 数 的 牵 累 ，D.， Lurie 的 专著 “Particles ond Fields” 和 本 书 〈 除 第 13 
章 外 ) 都 采用 这 种 度 规 。 


1 
度 规 张 量 ”9 = 6, = 


1 
4 一 矢量 分 量 


Zr 一 〈z1，zzyZ3;Z4) 一 (ZY,2,iz0) = (x,it) 


Br = 〈P ypBz;pay1) = (prs py» pssipo) — (psiB) 


A NE Rh 
3 三 让 一 直下 ,机 ,起 ) = ( 寺 庆 ,起 , 霹 ) 
4 一 矢量 长 度 


好 一 zzn 一 旭 十 碍 十 确 十 研一 达 一 尼 
六 二 Popp 二 也 十 及 十 及 十 及 二 疡 一 本 


2 2 
= 92,= (VF) 


?矩阵 
0 1 0 -i 
“= | | -| 0 
1 0 0 
“| | “|。。 
1 0 一 好 
xm-p-| 让 »—-ipa =|, 0 | 
3 _|o -1 
ys = yiy2ys%4 一 四 0 | 


(2) 布 约 肯 一 附 尔 度 规 《Bjorken 一 Drell metric) 
在 这 种 度 规 里 ， 要 区 分 逆 变 量 和 协 变量 ， 但 不 受 虚数 干扰 . 
Bjorken 和 Drell 的 ” Relativistic Quantum Fislds” 等 书 采用 这 种 度 规 。 
度 规 张 量 
A 


Zr 到 久 ”到 


4 一 矢量 分 量 

2 一 〈z0,zl)z2y73) = (tz,9,2) = (t,x) 
Zr = (ZorT1972973) = (ts — 1, —Y,— z= (t,— x) 
P= (pp pp) = (B,psp17:) = (BE,P) 

Pr = (porpisp29p3) = (Bs, — prs — Pr — 2s) = (B, — ?) 


3 sd si me a 
= Vy) 
9 33339 9 
= 天 一 ( 吏 ' 直 ' 久 = 《W'Y) 
4 一 矢量 长 度 
证 一 
严 一 Ppp, = 987 = PF— p? 
DOD=a7 = = 二) — v: 
?矩阵 
二 加 0 oo 
=p= 于 7y 一 po 一 0 


3。 记 号 
本 书 采用 以 下 记号 和 约定 
四 矢量 
4 = (Ahi, hs, Ass hs) = (A1, hz, As,iAo) 
四 矢量 标 积 
4.B8 一 4B. 一 》 4B, p= 1,2,3,4. 


三 矢量 标 积 
A:B= 4B= DAB, i=1,2,3. 
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导数 


记号 
矩阵 迹 
梯度 


ja = 的 ” 


起 =a= (9%) 
一. = (Ff,W,R, 一动 


A=y,4, 
Sp 或 Tr 


第 二 章 。 “相对论 波 动 方程 


基本 粒子 现象 是 高 速 微观 现象 ， 要 求 描述 基本 粒子 的 运动 方 
程 满足 相对 论 要 求 ， 电 磁场 方程 具有 相对 论 不 变性 ， 但 非 相对 论 
量子 力学 中 描述 粒子 运动 的 薛 定格 方程 , 则 不 满足 相对 论 要 求 , 这 
一 章 首先 建立 起 相对 论 性 波动 方程 ， 以 后 ， 把 它们 看 成 经 典 场 并 
进行 量子 化 ， 就 能 描述 高 速 微观 粒子 现象 。 


§2.1 广义 Lorentz 变换 


由 于 基本 粒子 的 运动 速度 接近 光速 和 时 空 的 对 称 性 ， 要 求 描述 基 
本 粒子 的 波动 方程 对 下 列 坐标 变换 具有 不 变性 。 

(1》 由 于 空间 和 时 间 的 均匀 性 ， 亦 即 在 空间 内 无 绝对 的 参考 
中 心 及 在 时 间 上 无 绝对 的 参考 起 点 ， 这 就 导致 时 空 坐 标 原点 改动 
的 不 变性 。 

(2) 根据 相对 论 的 原理 ， 运 动 方程 对 于 单纯 的 罗 仑 效 变换 保 
持 不 变 ， 亦 即 对 于 作 和 匀速 运动 的 坐标 变换 保持 不 变 。 

(3) 由 于 空间 的 各 向 同性 ， 亦 即 在 空间 中 不 存在 任何 特殊 的 
方向 ， 这 就 导致 三 维 空间 坐标 的 转动 不 变性 。 

(4) 由 于 选择 右手 坐标 和 左手 坐标 的 任意 性 导致 空间 反射 
《x1 二 一 *，t 二 b) 不 变性 。 由 于 对 过 去 和 将 来 的 对 称 性 ， 导 致 
时 间 反 演 (*′ 一 *， 纪 一 一 仿 的 不 变性 。 

上 述 第 一 种 是 位 移 变 换 ， 第 二 、 三 种 是 固有 罗 仑 效 变 换 (四 
维 空间 转动 变换 ), 第 四 种 是 空间 反射 和 时 间 反 演变 换 。 它 们 是 四 
种 基本 的 广义 罗 仑 效 变 换 (保证 de: = dzdz, 为 不 变量 的 变换 统称 
为 广义 罗 仑 效 变换 ) 。 
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古典 力学 、 古 典 场 论 以 及 现代 量子 场 论 ， 根 据 特殊 相对 论 原 
理 和 广泛 的 实验 基础 ， 要 求 在 封闭 系 中 所 有 场 或 基本 粒子 的 准确 
的 运动 方程 对 上 述 一 、 二 、 三 种 连续 Lorentz 变换 是 协 变 的 , 这 反 
映 了 自然 规律 的 客观 存在 性 和 物质 运动 的 可 认识 性 ， 有 深刻 的 内 
在 哲理 。 

至 子 声 的 运动 方程 对 不 连续 的 罗 仓 效 变 换 的 协 变性， 自从 弱 
作用 下 字 称 不 守恒 现象 发 现 后 ， 受 到 严重 破坏 ， 因 此 这 个 协 变性 
己 经 不 能 成 为 量子 场 论 中 具有 最 普遍 性 的 基本 要 求 ， 但 在 强 作用 
下 ， 不 连续 的 罗 仑 兹 变换 (包括 空间 反射 ， 时 间 反 演变 换 ) 的 协 
变性 仍然 正确 ， 可 是 在 弱 作 用 下 ， 包 括 基 本 粒子 衰变 过 程 ， 实 验 
证 实 基 本 粒子 的 运动 规律 ， 对 空间 反射 变换 不 再 具有 协 变性 ， 而 
对 时 间 反 演 ， 则 仍 具有 协 变 性 。 

最 广义 的 Lorentz 变换 是 下 列 的 非 齐 次 Lorentz 变换 : 

2 = qT, 二 b, (2.1= 1) 

其 中 4。 和 5 是 与 时 空 坐 标 无 关 的 常量 (以 后 我 们 以 希腊 字母 
pr… 表示 由 1 至 4 的 下 标 ,用 拉丁 字母 ij、t 表 示 由 1 至 3 的 下 标 ， 
而 且 采 用 爱 因 斯 坦 惯例 , 即 一 项 中 重复 出 现 的 下 标 表示 取 和 ).。 因 
为 广义 罗 仑 效 变换 要 求 dsz = drsdz, 一 恒 量 


即 dzdz, = dzdz; (2.1— 2) 
由 (2.1 一 1) dz, = ardz。 
所 以 dz/iz, = amamdzvdzo 
把 上 式 与 (2. 1 一 2) 比较 有 

aam = dp (2.1— 3) 
其 中 6 为 Kronecker 符 号 。 


令 a 代表 变换 矩阵 , 它 的 矩阵 元 素 为 on , 令 a 为 a 的 转 置 矩 
阵 , 它 的 矩阵 元 素 满 足 4 = 0 则 (2.1 一 3〉 可 写成 
Gasp 一 Go 
或 ae 一 7 (2.1— 4) 
式 中 7 为 单位 矩阵 , 令 deta 表示 矩阵 «的 行列 式 的 值 , 则 根据 行列 
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式 的 乘法 定义 ,由 (2.1-- 4) 有 det(aa) = deta.detae= detr 一 1 ,得 
deta 二 deta, 故 有 (deta)? 一 1 


所 以 deta 二 土 1 (2.1— 5) 

(1) 空间 反射 、 时 间 反 演变 换 

空间 反射 变换 = 一 =z i= 1,2,3 
或 功 一 omzv 

-1 
-1 
一 
-1 
十 1 

对 这 个 变换 


dete = deto 一 一 1 
同 理 ， 对 时 间 反 演变 换 
天 一 思 2 一 一 zydeta =— 1 
(2) 四 维 空间 的 转动 变换 
2 一 qT, 

这 种 变换 能 由 连续 变化 a 的 数值 得 到 , 则 对 于 deta 不 可 能 有 
相反 符号 的 值 ,但 这 种 连续 变换 必须 包括 恒 等 变 换 z= z,, 因 此 必 
有 、 

deta=1 

例如 我 们 在 狭义 相对 论 中 所 下 到 的 变换 就 是 其 中 一 种 ,在 那 
里 


多 
7 0 0 避 吉 
1 0 0 
a= 
0 0 1 0 


| 
3 

| 
o 
o 
3 
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其 中 7 ， 它 满足 “deta=1 
(3) 位 移 变 换 
zx 一 Zn 十 六 ，am 一 6 
可 见 这 种 变换 
deta 一 1 
deta 一 1 称 为 正常 〈 正 ) 罗 仑 效 变 换 ，dete 一 一 1 称 为 反常 罗 仑 
效 变 换 。 


§2.2 张 量 


经 典 场 一 般 用 场 函数 来 描述 ,而 场 函数 是 四 维 空间 坐标 的 函 
数 .为 了 构造 一 个 在 坐标 变换 下 有 特殊 相对 论 协 变性 的 场 方程 ,这 
些 场 函数 应 具有 确定 的 变换 关系 ,一 般 分 为 张 量 和 旋 量 两 大 类 .以 
后 我 们 将 知道 张 量 场 函数 是 描述 自 旋 为 整数 的 粒子 ,而 旋 量 场 函 
数 是 描述 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 ,这 里 叙述 张 量 场 函数 的 一 般 变化 
规律 。 

1. 张 量 的 广义 定义 

当 坐 标 z>z “变换 时 (为 了 区 别 逆 变 张 量 和 协 变 张 量 , 我 们 用 
上 指标 表示 逆 变 张 量 ， 下 指标 表示 协 变 张 量 〉 由 偏 微 商 法 则 有 


Dr 
dz “一 E> 


如 果 一 个 量 V* 在 坐标 变换 z* -> z“ 下 , 按 上 式 变换 , 即 
EA ” 一 
Wh (2.2—1) 
那么 V* 称 为 逆 变 矢量 .由 (2. 2 一 1) 可 见 和 坐标 微分 是 一 逆 变 矢 


如 果 在 坐标 变换 z+>z“ 下 ， 量 UV, 的 变换 为 
0 Sp, (2.2 一 2) 


则 U0, 称 为 协 变 矢量 。 


一 般 地 , 张 量 有 * 个 指标 ,按照 不 同 的 变化 规则 可 区 分 为 * 阶 
协 变 张 量 、 逆 变 张 量 和 混合 张 量 。 
如 果 有 一 张 量 ， 将 其 中 二 指标 交换 后 其 值 不 变 ， 则 称 为 对 于 
此 二 指标 的 对 称 张 量 ， 若 交换 二 指标 后 其 值 变 一 负 号 ， 则 称 为 对 
, 此 二 指标 的 反对 称 张 量 ， 即 : 
Awyy = 十 hang 正 号 对 m 对 称 
负 号 对 wp 反对 
如 果 任 意 交 换 两 指标 , 其 值 不 变 (或 变 号 ), 就 称 为 完全 对 称 
(或 完全 反对 称 ) 张 量 。 
2， 特 殊 相 对 论 中 的 张 量 
在 特殊 相对 论 中 ， 广 义 Lorentz 变换 为 
2 一 arzv 十 2 《2. 2 一 3) 
将 上 式 两 边 乘 以 a 并 对 yp 取 和 ,并 利用 正 交 关 系 (2. 1 一 3) 可 
得 (2.2 一 3): 的 逆 变 换 
2 一 GmZz 一 .Gah bs 《2. 2 一 4) 
《上 面 为 了 和 前 面 一 致 把 z 的 指标 写 在 下 角 , 这 不 影响 我 们 的 
讨论 )。 由 (2.2 一 3) 和 (2. 2 一 4) 可 得 


六 = 寡 =o | (2.2—5) 

可 见 , 同 级 的 协 变 , 逆 变 和 混合 张 量 按 同 样 的 变换 关系 变换 ， 

也 就 是 说 ， 它 们 没有 区 别 ， 所 以 我 们 以 后 将 不 区 分 它们 而 统称 为 
张 量 ,* 级 张 量 的 变换 规律 为 

oz) = aoapm | 《2.2 一 6) 


场 论 中 常用 到 的 张 量 有 如 下 几 种 

(1) 标量 一 一 又 称 零 级 张 量 ， 当 四 维 坐 标 做 广义 罗 仑 效 变换 
时 ， 它 的 数值 保持 不 变 即 

4 (2z ) = A(z) (2.2—7) 

例如 静止 质量 、 粒 子 的 电荷 、 固 有 时 间 等 。 

(2) 矢量 4 一 又 称 一 级 张 量 ， 有 4 个 分 量 , 按 (2. 2 一 6) 其 
变换 规律 为 
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A ) 一 ads(z)》 《2. 2 一 8) 
例如 粒子 的 能 量 一 动量 P，。 
《3) 张 量 4z> -一 常 指 二 级 张 量 , 有 16 个 分 量 , 按 (2. 2 一 6) 其 
变换 规律 为 
4(z' ) = amae4z(z) 《2.2 一 9) 
类 似 地 可 写 出 更 高 级 张 量 张 量 的 级 数 等 于 非 重 迭 指标 (不 求 和 指 
“标的 数目 .如 4.B, 是 零 级 张 量 ,而 4=B, 是 一 级 张 量 等 等 。 
在 高 级 张 量 中 ,完全 反对 称 的 张 量具 有 特别 简单 的 性 质 . 凡 是 
有 两 个 下 标 相同 的 分 量 都 等 于 零 ， 而 只 有 下 标 完 全 不 同 的 那些 分 
量 才 不 等 于 零 . 如 果 将 不 为 零 的 分 量 的 下 标 对 调 一 次 ,将 差 一 个 负 
号 ， 属 于 这 样 的 张 量 有 两 种 ,一 种 是 三 级 反对 称 张 量 , 它 只 有 四 个 
独立 分 量 4a4、4sk、4iz、4im， 另 一 种 是 四 级 反对 称 张 量 ， 它 只 有 
一 个 独立 分 量 hm， 因为 它 所 有 不 为 零 的 分 量 的 绝对 值 都 相等 。 
显然 高 于 四 级 的 完全 反对 称 张 量 是 不 存在 的 。 
为 了 说 明 反 对 称 张 量 的 特性 ， 我 们 引进 一 个 常用 的 记号 
十 1 ” 当 mpe 进行 偶数 次 置换 能 还 原 为 
1 2 3 4 的 自然 次 序 
ma 一 1 一 1 当 uvpb 进行 奇数 次 置换 能 还 原 为 
1 2 3 4 的 自然 次 序 
0 ” 当 pvpe 中 有 任意 两 指标 相同 时 
这 是 一 个 四 级 完全 反对 称 张 量 。 
〈4) 磺 张 量 
当 坐 标 做 变换 z 一 z= arzv 时 ,物理 量 除了 按 上 述 规则 变换 
外 , 还 乘 上 一 个 该 变换 矩阵 的 行列 式 ete ， 则 该 物理 量 称 为 胜 张 
量 .下 面 是 在 坐标 变换 下 ， 各 种 谢 张 量 的 变换 式 子 


质 标量 和 > 多 = (deta)0 
质 矢 量 4 一 名 二 (deta)as, 4, (2. 2—10) 
盾 张 量 也 一 Bs = (deta)appo 也 
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上 面 引进 的 完全 反对 称 张 量 Bw 有 时 称 为 “数值 不 变 ”的 腹 张 
量 ， 因 为 它 在 所 有 坐标 系 中 都 被 定义 为 一 样 ， 而 真正 的 张 量 的 分 
量 ， 一 般 在 坐标 变换 下 是 改变 数值 ， 而 且 对 反射 变换 ， 矢 量 是 要 
改变 符号 的 。 


8 2.3 电磁场 方程 


电磁 场 理论 是 场 论 中 发 展 得 最 早 的 理论 ， 电 磁场 方程 
(Maxwell，1862) 是 第 一 个 相对 论 性 波动 方程 . 场 的 量子 化 也 是 从 
电磁 场 开 始 的 ， 而 且 描 述 电磁 相互 作用 的 量子 电动 力学 是 量子 场 
论 里 取得 最 成 功 的 部 分 。 

1.。Maxwell 方 程 的 协 变形 式 

在 经 典 电动 力学 里 ， 在 电荷 、 电 流 不 存在 的 空间 〈 在 没有 相 
互 作用 情况 下 ) ， 电 磁场 是 纯粹 的 辐射 场 ， 或 者 说 是 自由 电磁 场 。 
它 的 运动 方程 满足 如 下 的 Maxwell 方程 组 


V:E=0 VxH==— (2 


VYV*:H=0 VxE=- 专 (2.3 — 2) 


引进 如 下 定义 的 电磁 势 4A,( 人 ,i40) 
H=VXxXA 
He (2.3 一 3) 
和 如 下 定义 的 电磁 场 张 量 P 


p= 2 34 


一 (2.3 一 4) 


3a4 
2 


这 里 Fzs 一 HisFy 一 2,F1z. 二 Hs 是 磁场 场 强 
iPu 一 BsiPu 一 BayiFu 二 Es 是 电场 场 强 
于 是 (2.3 一 1) 和 (2. 3 一 2〉 可 分别 改写 成 : 
aFs=0 (2.3—5) 
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和 aoa7o 一 0 (2.3— 6) 
这 两 个 方程 就 是 协 变 形式 的 Maxwel 方程 , 它们 对 固有 Lorentz 变 
换 是 协 变 的 。 

2. 第 二 规范 变换 

在 经 典 电 动力 学 中 直接 从 电磁 场 的 场 强 方程 进行 求解 或 讨论 
问题 常 遇 到 不 便 ， 并 且 用 场 强 方程 对 场 进行 量子 化 也 有 困难 ， 为 
此 ， 我 们 转 用 电磁 势 方程 。 

以 (2.3 一 4) 代入 (2.3 一 5) 得 : 

BRA, — ah,) = 0 (2.3 一 7) 
(2. 3 一 4) 所 定义 的 电磁 势 4, 不 是 唯一 的 ,因为 给 定 客观 的 物理 场 
强 Pen ( 即 已 和 瑟 )， 可 以 用 不 同 的 函数 A 来 描述 , 例如 A, 是 给 
定 的 F,.( 即 E 和 右 ) 的 电磁 势 ， 那 么 
4 一 4 十 aa 

(其 中 a 是 任意 标量 函数 》 也 可 以 作为 Fe 的 电磁 势 ， 因 为 


Cr 
Ei 


考虑 到 电磁 势 选择 的 不 唯一 性 (任意 性 ), 我 们 可 以 通过 适当 的 选 
择 使 得 4 满足 如 下 条 件 〈Lorentz 条 件 ) 
3a4 一 0 《2.3 一 8) 
在 这 个 条 件 下 ，(2. 3 一 7) 具有 如 下 的 简洁 形式 ， 
234 一 0 (2.3 一 9) 
上 式 称 为 达 郎 伯 〈d” Alembert) 方程 
这 样 只 有 满足 da ”Alembert 方程 又 满足 Lorentz 条 件 的 电磁 
势 才 是 客观 上 的 电磁 场 , 尽管 增加 了 Lorentz 条 件 的 限制 , 但 是 ,水 
还 不 是 唯一 的 ， 因 为 ， 它 仍 可 在 满足 
ao 一 0 (2.3 一 10) 
的 条 件 下 ， 作 如 下 的 变换 
4 一 全 =4 十 下 (2.3— 11) 


经 过 (2. 3 一 11) 变换 (要 满足 (2. 3 一 4)), 达 朗 伯 方 程 和 罗 仑 效 
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条 件 都 不 变 ， 泡 里 [Pauli1940] 称 2. 3 一 11) 为 第 二 种 规范 变换 ， 
电磁 场 方程 (2. 3 一 5) 和 (2. 3 一 6) 对 第 二 规范 变换 具有 不 变性 ， 
当然 它 对 固有 Lorentz 变换 是 不 变 的 ， 因 此 是 相对 论 性 波动 方程 。 


§2.4 Klein 一 Gordon 方程 


1. Klein 一 Gordon 方程 

实验 和 理论 进入 高 速 微观 现象 的 领域 ， 人 们 要 寻求 一 个 既 能 
描述 微观 现象 ， 又 能 描述 高 速 现象 的 理论 。 在 非 相 对 论 量子 力学 
中 ， 自 由 粒子 的 薛 定格 方程 可 以 从 经 典 的 能 量 、 动 量 与 质量 关系 
式 


p? 
EB= py 
利用 算 子 替换 
Bi 一 (2.4 一 1) 
并 作用 在 波 函数 上 得 到 : 中 
i 于 = 一 去 (2.4— 2) 


显然 上 面 的 Schrsdinger 方程 不 满足 相对 论 要 求 ， 因 为 对 时 间 是 一 
次 微 商 ， 对 空间 是 二 次 微 商 ， 这 种 对 时 空 坐标 的 不 对 称 性 说 明 
Schradinger 方程 不 具有 Lorentz 不 变性 。 为 了 建立 一 个 满足 相对 论 
不 变性 要 求 的 方程 ， 人 们 注意 到 在 相对 论 中 ， 能 量 、 动 量 和 质量 
存在 如 下 关系 

x Fi+m=0 (2.4— 3) 
其 中 严 一 po 一 纪 十 向 一 说 一 本 

利用 〈2.4 一 1) 的 变换 到 (2.4 一 3) 中 ， 即 得 到 


一 玫 = 一 V3+mp=0 


即 (RB—m’)y=0 (2.4—4) 
上 式 称 为 Klien 一 Gordon 方程 ， 这 个 方程 的 时 空 微 商 处 于 对 称 地 
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位 ， 具 有 协 变形 式 ， 是 一 个 相对 论 波动 方程 。 

2， 负 几率 困难 

仿照 非 相对 论 量子 力学 的 方法 ， 本 Gordon 
方程 导出 几率 密度 和 几率 流 密度 分 别 为 : 


oz) = 一 订 二 走 (9" 训 一 加 p) (2.4 一 5) 
J(z) = 遍 (PY79' 一 9*V9). (2.4 一 6) 


它们 满足 连续 性 方程 
， an 一 0 (2.4 一 7) 


由 于 Kilen 一 Gordon 方程 对 4 是 二 阶 导数 ,p 和 2 必 是 两 个 任意 给 


定 的 初始 条 件 ,也 就 是 说 ,在 某 一 时 刻 9 和 名 可 以 任意 取 值 ,于 是 
w(z) 就 不 一 定 是 正定 的 量 , 可 以 是 负 ,也 可 以 是 零 . 这 就 是 所 谓 负 
几率 困难 。 所 以 w(z) 不 能 看 作 粒 子 处 于 (z) 点 的 几率 密度 这样 ， 
严格 地 讲 , Klien 一 Gordon 方程 不 能 像 非 相对 论 Schradinger 方程 一 
样 , 用 来 描述 一 个 微观 粒子 的 运动 . 正 因为 如 此 , 它 发 现 后 几乎 被 
遗弃 了 七 年 之 久 ， 直 至 1934 年 Pauli 和 Weisskopf 认为 可 以 把 它 看 
作 类 似 于 宏观 电磁 场 方程 一 样 的 经 典 场 方程 ,在 进行 量子 化 之 后 ， 
正如 电磁 场 描述 多 光子 系统 的 运动 一 样 ,p(z) 场 也 可 描述 多 粒子 
系统 的 运动 .由 于 K 一 G 方程 中 只 含 一 个 标量 函数 p(z), 所 以 它 描 
述 的 粒子 除 空间 自由 度 外 不 再 能 有 自 旋 自 由 度 。 所 以 K 一 G 方程 只 
能 是 描写 自 旋 为 零 的 粒子 的 场 .实验 证 实 , 量子 化 后 的 场 p 可 以 正 
确 地 反映 自 旋 为 零 的 = 介子 、K 介子 等 一 类 微观 粒子 的 运动 规律 。 


§2.5 Dirac 方程 


1， 自由 粒子 的 Dirac 方程 


为 了 避免 Klien 一 Gordon 方程 所 带 来 的 负 几 率 困难 , 狄 拉克 认 
为 : 满足 相对 论 要 求 的 波动 方程 应 该 是 时 间 上 和 空间 * 的 一 级 微 
分 方程 ， 这 样 既 可 使 时 、 空 坐标 处 于 对 称 地 位 ， 又 可 避免 在 几率 
密度 的 表示 式 中 出 现 邓 ， 从 而 不 会 发 生 负 几率 的 困难 . 另 一 方面 ， 
在 非 相对 论 量子 力学 里 , 自 旋 电 子 是 用 泡 里 二分 量 理论 来 描述 , 因 
此 描述 相对 论 电子 的 波 函 教 至 少 也 必须 有 两 个 分 量 ， 这 样 才能 使 
得 作 非 相对 论 近 似 时 趋 于 泡 里 理论 ,下 面 我 们 将 看 到 狄 拉克 方程 
中 的 波 函数 乡 有 四 个 分 量 ， 它 可 描述 自 旋 为 二 的 粒子 。 

为 了 确立 自由 粒子 的 狄 拉克 方程 ， 将 相对 论 能 量 关系 式 两 边 
开平 方 。 

BE= /B5 十 wm (2.5— 1) 
并 将 上 式 认为 是 算 符 而 作用 在 波 函数 y 上， 但 上 式 右边 是 非 线 性 
的 , 不 满足 量子 力学 中 算 符 为 线性 的 要 求 , Dirac 把 它 写成 如 下 形 
式 : 
MP m= (a* p++ Pm) (2.5— 2) 
上 式 右 边 是 哈密 顿 算 符 ， 即 
H=a:p++ hm (2.5— 3) 
其 中 a。 (a1，as，as) 和 8 是 与 坐标 和 动量 无 关 的 算 符 ， 可 理解 为 
”作用 在 粒子 本 身 的 某 一 自由 度 (被 称 为 自 旋 自 由 度 ) 上 的 算 符 .a 
和 5 分 别 与 ? 可 以 对 易 ， 但 mw、om、m、p 之 间 不 一 定 可 以 对 易 。 
将 (2. 5 一 2) 两边 平方 ， 为 使 两 边 恒 等 ， 必 须 服从 如 下 的 关 
系 : 
of=%@=%= p=1 
alaa 十 azai 一 aas 十 a0 一 mm 十 aas 一 0 
mp 十 po 一 op 十 pa2 一 op 十 po 一 0 
或 简写 成 如 下 的 对 易 关系 
qj0 十 oa; = 268 (jt = 1,2,3)] 
op 十 po=0 | (2.5— 4) 
p2 一 
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可 见 ，m、az、c、6 是 四 个 互相 反对 易 的 算 符 。 又 因为 它们 各 自 的 
平方 都 等 于 1， 所 以 它们 的 本 征 值 是 士 1。 它们 可 以 用 4X 4 矩阵 表 
示 。 这 样 ， 自 由 粒子 的 Dirac 方程 为 : 
G+ ia — pmy= 0 (2.5— 5) 
既然 a、P 为 4X 4 矩阵 ，y 自然 就 是 一 列 四 行 矩 阵 
LAED) 
_ | 加 (z) 
pz) 
pz) 


《2.5— 6) 


将 (2. 5 一 5) 乘 以 算 符 
家 二 
a 
并 利用 对 易 关 系 (2. 5 一 4) 就 可 得 
(BB—m)y=0 (2.5 一 7) 
可 见 %(z) 满足 Klien 一 Gordon 方程 .但 满足 Klien 一 Gordon 方程 的 
波 函 数 m 〈z) 不 一 定 满足 Dirac 方程 。 
为 求 出 几率 密度 p 和 几率 流 密度 J 的 公式 ， 我 们 写 出 共 思 的 
Dirac 方程 


iaV + pm) 


i 于 -ivyraypn=0 (2.5—8) 


式 中 六 是 y 的 厄 米 共 轿 和 矩阵 ， 即 

二 《好 闻 究 关 )， 因 此 a 和 8 作用 在 娄 上 时 , 必须 写 在 y+ 
的 右边 。 以 好 左 乘 〈2.5 一 57， 以 % 右 乘 (2. 5 一 8) 然后 相 减 ，- 
得 


D+ YtaTp+ Ty+ oap) 一 0 
与 连续 方程 对 比 有 
p=¥+ty (2.5— 9) 
h J=ptay ‘(25 10} 
这 里 p 的 形式 与 非 相 对 论 的 形式 相同 ， 故 在 单 粒 子 理论 中 可 解释 
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为 几率 密度 ， 并 且 永远 为 正 值 。 

2， 算 符 “和 / 的 矩阵 表示 - 

由 于 mp 彼此 之 间 是 反对 易 而 不 是 对 易 的 , 所 以 它们 不 可 能 
是 数 ， 而 且 它们 满足 电子 自 旋 算 符 同样 的 规律 ， 因 此 可 用 矩阵 表 
不 。 

(1) mx、 有 是 本 征 值 为 士 1 的 偶 阶 方 阵 

因为 哈密 顿 算 符 为 厄 米 算 符 , 所 以 w、p 也 应 为 厄 米 算 符 , 由 
at 二 a、p+ 二 p 得 

(0)& = (0)sm, be = Po 
可 见 w 和 8 应 为 方 阵 。 由 于 中 = = 1， 故 它们 的 本 征 值 为 土 1。 由 
反对 易 关 系 pa 一 一 ap， 有 


ww 一 一 fap 
两 边 取 和 矩阵 迹 有 
Tra =— Tr(fmp) 一 一 Tra 
所 以 
Zrw 一 0 


由 于 抢 阵 迹 正好 是 诸 本 值 的 和 , 而 本 征 值 只 能 是 十 1 和 一 1, 因此 ， 
% 必 为 偶 阶 矩阵 类似 的 做 法 ， 可 推 得 
Trp=0 


所 以 8 也 是 侦 阶 矩阵 。 
、(2) 和 有 的 显示 表示 
由 于 w“ 和 5 是 四 个 独立 的 矩阵 ， 且 要 满足 (2. 5 一 4) 的 对 易 
关系 , 但 满足 (2. 5 一 4) 对 易 关 系 的 二 阶 抢 阵 《如 泡 里 矩阵 ") 只 
有 三 个 .为 简单 起 见 , 我 们 要 求 它们 具有 最 低 阶 , 因此 , 我们 尝试 
用 四 阶 方 阵 来 表示 这 些 和 矩阵 算 符 .选取 8 为 对 角 的 表象 ， 即 可 推 


证 得 | 
-| 的 a 0 oa 
ed ed 0 
其 中 I 是 2X ?单位 和 矩阵， 是 泡 里 矩阵 ， 明 显 表示 式 是 
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(2.5 一 11) 


1 0 0 0 000 1 
0 1 0 0 0 0 1 0 
p= hi 
00 -1 0 0 1 0 0 
0 0 0 -1 1 0 0 0 
- (2. 5 一 12) 
000 2 0 0 1 0 
00 0 0 0 0 -1 
az 一 aq 一 
0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 -10 0 


多 

上 面 矩阵 推 证 如 下 : 由 (2.5~~4) 式 有 mp 十 pa = 0 取 第 行 
第 ;7 列 元 兹 有 

(qmpB)y + (Ba)y= 0 
上 式 可 改写 成 (考虑 到 8 为 上 面 对 角 和 矩阵》 

(a)y(B+ ph)=0 
由 于 肥 和 记 只 取 十 1 和 一 1, 故 当 两 者 同 号 , 即 太一 亡 时 (au 一 0; 
当 两 者 反 号 ， 即 有 = 一 Pj 时 (qa) 不 必 为 零 ， 故 m 可 写成 


0 a 
和 G ,) 
其 中 qm 和 和 a 都 是 2X2 阶 子 和 矩 阵 ,由 f= 有 


A 一 aio 一 1 


为 简单 起 见 ， 取 a 二 i， 于 是 上 式 变 成 =1， 且 


0 a 
ai 一 
a 0 
同 理 可 得 
0 a ol 
m= | 0 % 
[0 &% 2 
一 站 一 1 
“| | 
利用 反对 易 关 系 maz 十 zm 二 0 得 
0 all0 a 0 mll0 a 0 
a olla 0 mm olla ol 
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ag 十 Wa 0 二 省 
0 daz 十 oa 
于 是 ma 十 aaa 一 0， 对 下 指标 1，2，3 循环 交换 得 到 
wd 十 ga 一 0 i, j=1, 2, 3 
这 正好 是 泡 里 矩阵 * 所 满足 的 对 易 关 系 ,因此 可 取 «=0, 便 得 到 
(2. 5 一 11) 式 .。 a，B 矩阵 的 这 种 表示 又 称 为 泡 里 基本 表象 。 


§2.6 ”电子 的 自 旋 角 动量 


在 非 相 对 论 量 子 力学 中 ,电子 的 自 旋 是 基于 一 些 实 验 事实 ,把 
自 旋 看 成 第 四 个 自由 度 而 附加 进去 的 。 现 在 我 们 从 相对 论 性 的 方 
程 出 发 ， 可 以 很 自然 地 得 出 电子 应 具有 自 旋 角 动量 。 

为 此 ， 研 究 电子 在 库仑 中 心力 场 中 的 运动 ， 这 时 具有 势能 
V=ep 〈7)， 于 是 

娓 一 av.p 十 mp 十 ep(r) (2.6— 1) 
我 们 知道 ， 在 中 心力 场 中 ， 电 子 的 总 角 动 量 应 该 守恒 ,但 应 用 上 
式 可 以 证 明 电 子 的 单纯 轨道 角 动 量 工 =r Xp 不 守恒 。 

由 于 中 心力 场 的 势 px (r) 只 与 > 有 关 ， 而 轨道 角 动量 算 符 在 
球 坐 标 中 与 "无关 , 故 p (r) 与 到 可 对 易 . 利用 =z2pszspz 
有 

i 加 = [i,H]= LH HL 
=a* [ (zp3—zsp2) p—p (zap3— zsp2)) 
一 一 上 (qsp2—a2ps) 尖 0 《2. 6 一 2) 
其 它 分 量 可 进行 类 似 的 讨论 。 

可 见 妃 与 世 是 不 可 对 易 的 ， 故 在 中 心 对 称 力 场 中 轨道 角 动量 
不 守恒 ， 由 于 总 角 动 量 一 定 守恒 ， 因 此 ， 必 定 存 在 一 种 附加 的 动 
量 矩 ， 使 得 总 动量 矩 守恒 。 

为 寻求 这 一 附加 动量 矩 算 子 ， 我 们 作 一 个 四 阶 方 阵 民 
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ES= 
0 
其 中 0o 为 泡 里 矩阵 。 
mollli 0 oa 0 
f= mt 
0 allo -1 0 -om 
pr 1 0lla 0 _|a 0 
lo -lo ol lo -o, 
了 Pa 一 ol 0||10 a 了 0 of 
0 allo 0 oF 0 
oz allo 0 2 0 of 
"a 0ll0o a of 0 


可 直接 验证 , 21 一 8 有 ==0, 2im 一 o 马 一 0 即 马 与 6 和 mm 均 可 对 
易 。 利 用 关系 式 .os= 一 oz0 二 ivs 可 得 


本 oo0llo cz 0 ojo 0 
Ee 0 nllo 0 o 0|10 a 
0 is 0 -ios 
一 一 一 2ios 
ivs 0 -xs 0 
类 似 地 有 
Zios 一 as 一 一 Zias 
以 上 说 明 也 与 oh, 不 可 对 易 ， 于 是 
.321 


im = ZH 一 HZ 一 十 2i(aspz 一 azps) 


上 式 乘 以 十 ， 则 和 (2. 6 一 2) 差 一 负 号 . 令 


二 7 一 工 十 去 2 (2.6 一 3) 
则 了 和 五 可 对 易 ， 因 此 了 应 是 守恒 的 总 角 动量 ， 而 算 符 
$= 广 5 (2.6— 4) 


称 为 电子 的 自 旋 角 动量 算 符 电子 的 自 旋 性 质 能 自然 地 由 考虑 到 
相对 论 效 应 的 Dirac 方程 得 出 。 
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§2.7 Dirac 方程 的 协 变 性 


1. Dirac 方程 的 协 变形 式 
为 了 便于 相对 论 计算 和 讨论 的 方便 ， 我 们 将 Dirac 方程 改写 
成 协 变 的 形式 .以 一 8 乘 (2. 5 一 5) 式 , 得 


(六 -ja V+my=0 (2.7— 


令 »=ipay hb=y, (2.7—2) 
则 “(2.7 一 1) 可 写成 

(ya + my= 0 (2.7 — 3) 
根据 mm 与 6 的 对 易 关 系 (2. 5 一 4) 和 的 定义 式 (2.7 一 2) 可 证 
的 对 易 关 系 为 


?yo 十 yo 一 26 (2.7 一 4) 
由 于 和 8 是 厄 米 矩阵， 所 以 y 也 是 厄 米 矩 阵 ， 即 
= 
Dirac 方程 (2. 5 一 5) 的 相伴 ( 共 轿 》 方 程 为 . 
Dpt pO— Apt y+ mpt= 0 (2.7— 5) 
引进 相伴 〈 共 扼 ) 波 函 数 》 一 六 x， 上 式 写成 
$y 一 m) 一 0 ”0G.7 一 6) 


其 中 3, 表示 向 左 对 y 求 导数 ,在 泡 里 基本 表象 中 ，y 矩阵 可 表示 
为 


0 -ioy 1 0 
ie) Sy OE i 
其 中 泡 里 矩阵 
[' 0 -5 和 
“| | .=| | ,oo | 
代入 得 
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0 = 0 


为 一 


* 口 口 口 
or* oo 
! 
& 
oS 
© 
oOo~“"oo 
乙 口 一 口 
己 


0 0 

0 0 0 Li 

0 
0-:0 0 

(2.7 一 3) 和 (2.7 一 6) 分 别 为 Dirac 方程 及 其 共 罗 方 程 的 协 变形 

式 . 引 进 记号 ?一 %pw， 可 在 动量 空间 将 Dirac 方程 写成 更 加 简洁 的 


形式 
( 访 十 mm)# 一 0 和 消 ( 访 十 m) 一 0 (2.7 一 7) 


2，Dirac 方程 的 正 Lorentz 变换 不 变性 
(1) 不 变性 系 件 


在 z 坐标 系 中 Dirac 方程 为 
(ia, + m)y(z) 一 0 (2.7 一 8) 
当 坐 标 作 正 罗 仑 效 变 换 
Tt = Ts (9 


时 ， 我 们 要 求 在 新 坐标 z 系 中 狄 拉克 方程 仍然 保持 原来 的 形式 : 
即 

(p90,+ my(2)=0 (2.7 — 10) 
下 面 讨论 要 满足 上 述 要 求 所 需要 具备 的 条 件 . 在 变换 中 ,我 们 保持 
加 不 变 , 因为 六 的 作用 仅 是 把 "的 四 个 分 量 方程 写成 一 个 矩阵 方 
程 , 故 没有 必要 要 求 矩阵 的 形式 随 坐标 变换 而 改变 但 波 函数 则 
随 坐标 变 换 而 改变 . 设 禄 对 任 一 ar， 存在 一 个 非 奇异 的 么 正 矩阵 
4 (ar)， 且 其 行列 式 det4 夭 0， 使 得 波 函 数 作 如 下 变换 : 

#2) 一 4(z) (2.7 一 11) 
其 中 ，4 假定 为 非 奇 异 4X 4 答 阵 ， 它 只 依赖 于 sm， 而 与 坐标 z 无 
关 . 将 上 式 和 g 一 aa 代入 (2.7 一 10) 得 
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yAap39$ 十 mAy 二 0 
以 4 左 乘 上 式 得 

二 yn4amwa 区 十 my = 0 
要 使 上 式 和 (2. 7 一 8) 相同 就 要 求 


AlysAap = 加 
两 边 乘 aw 并 对 »v 取 和 得 
Alyph = apy, (2.7 一 12) 
这 就 是 狄 拉克 方程 在 正 Lorentz 变换 下 保持 不 变性 所 需 满 足 的 条 
件 。 
(2) 正 罗 仓 益 变 换 的 4 矩阵 
我 们 把 罗 仑 效 变换 分 为 二 类 ， 一 类 是 不 包含 空间 反射 和 时 间 
反 演 的 变换 称 为 正 罗 仑 效 变 换 ， 另 一 类 是 包含 有 空间 反射 或 时 间 
反 演 的 变换 。 任 意 一 个 正 罗 仑 效 变 换 可 用 一 系列 的 无 穷 小 罗 仑 效 
变换 来 完成 。 
无 穷 小 Lorentz 变换 的 4 矩阵 
对 无 穷 小 Lorentz 变 换 有 如 下 关系 


ar 一 In 十 sm (2.7 一 13) 

Zz 一 zx 十 emzv (2.7 一 14) 
波 函数 的 变换 是 

gz ) 一 49(z) (2.7— 15) 


由 amam=6%m 和 《2.7 一 13) 有 《上 略 去 高 级 无 穷 小 项 ) 
G4 = (bw 十 62) C6 十 ou) 
一 bu 十 上 十 Bu 
所 以 i ” (2.7 一 16) 
sm 是 一 个 反对 称 张 量 ， 把 4 (so) 在 se 一 0 附近 展开 ， 并 略 去 高 级 
无 穷 小 量 ， 得 到 
Abe) = ACO) 十 Ge 
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) 
本 到 [Gayw- + Bw, | 


i4424 34 
一 1 十 序 【经 邓 ]- 
= 1 十 二 oo (2.7— 17) 


其 中 Ea (2.7—18) 
它 是 一 个 反对 称 张 量 。 取 8。 的 一 阶 无 穷 小 , 利用 414 二 1， 立 即 可 
得 到 - 


4 一 1- 了 (2.7 一 19) 


将 (2.7 一 17) 和 《2. 7 一 19) 代入 不 变性 条 件 〈2. 7 一 12) 得 到 
(6 二 5) 二 (地 spt) yo(1 十 到 soon 
一 多 十 机 Oposreayosn 十 ，…， 
对 比 两 边 se 同 次 堵 的 项 ， 得 
am) 一 sm 一 spy») ep (2.7 一 20) 


为 了 比较 方便 ， 我 们 用 s- 的 反对 称 性 改写 成 
Sp 一 epigmjm = ergbrpbys 
二 诗 Gnwpn + vb) 


一 二 oo 一 5) 


于 是 ee 一 CR — ys6w) (2.7 一 21) 
上 式 与 (2.7 一 20) 对 比 em 系数 ， 得 2 
Josm 一 sm 一 Varp 一 yw (2.7 一 22) 


由 于 sw 二 一 sw 和 zz 一 一 zz， (对 p 辽 v) 有 相同 的 反对 称 性 ， 取 
sp 二 Cc 《ywy, 一 yn) 做 为 试探 解 (其 中 。 为 待定 系数 ) 代入 《2.7 一 
22) 式 , 求 得 c 二 二 ， 所 以 
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sm 一 于 om 一 yy,) (2.7 一 23) 
由 于 sr 的 反对 称 性 ， 故 有 
,= {2*” ad 
0 k=p 
(3) 有 限 转动 变换 的 4 算 阵 
借助 上 述 所 得 结果 ， 可 求 出 有 限 转 动 变换 的 4 矩阵 的 显示 
式 。 设 2 为 在 平面 zz, 内 的 转角 ， 由 转动 的 可 加 性 得 
4(6 十 02) p= A(GI)ACO) YY 《2. 7 一 25) 
在 上 式 中 令 9 一 9，6%: 一 d9， 于 是 : 
4(6 十 d6) = 4(86)4(d6) 


A + 00) — A(0) Ald0)—1 
d9 db 


考虑 到 (2.7 一 17)， 我 们 得 到 微分 方程 
d4(6) 
db 


(2.7 一 24) 


= 4(9) 


= 4(g)sv 
积分 上 式 ， 并 用 初始 条 件 4 (0) =1， 则 有 : 
hu(9) 一 时 ray (2.7 一 26) 
例 1 xz 相对 z 在 mn，z 平 面 内 转 过 一 角度 9，( 反 时 针 转 
动 )。 


坐标 变换 
2 = cosbzl 十 sinbz? 
2z2 一 一 singzi 十 cosbzz 《2.7 一 27) 
波 函 数 变换 
(zr)= Ay(z) 
对 ejmw 作 级 数 展 开 ， 并 注意 到 yp 的 反 易 性 和 内 = 愉 =1， 即 得 
4 一 时 nz 一 co 也 十 yyssin 二 (2. 7 一 28) 


由 这 个 例子 可 见 波 函 数 的 非 唯一 性 ， 令 9=2r，4 (2r) 一 -1， 相 
应 于 坐标 绕 zs, 轴 动 一 周 ， 坐 标 系 回 到 原来 的 位 置 ， 但 波 函 数 % 在 
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这 个 变换 下 改变 一 个 负 号 ， 所 以 ， 旋 量 波 函 数 的 确定 常 差 一 个 负 
号 。 

例 2 zz' 坐标 系 相对 z 坐 标 系 , 沿 亏 轴 以 匀速 v 运 动 .这 是 
我 们 熟悉 的 狭义 相对 论 中 的 Lorentz 变换 。 


71 = 07 CW) = 7(z1+ 0) 
z= (ei) 
v2 
其 中 7= (1—) 


如 果 我 们 令 cos9 二 7?，sin9 二 i 了 mn《 此 时 6 应 为 虚 角 )， 那么 上 
式 可 以 写成 


1 一 casb sinp: 
IE } (2.7 一 29) 
2 一 一 sinbzl 十 cosgz 
令 9 二 ww， 上 式 写成 
区 一 zicashw 一 zosinbo } 0 
Zz0 一 一 ZiSinho 十 zocoshoa 


由 于 (2.7 一 29〉 和 前 面 〈2.7 一 27) 形式 上 完全 类 似 ， 因 此 ， 我 
们 可 把 这 种 Lorentz 变换 (惯性 系 变换 ) 看 成 是 az 平面 的 转动 一 
个 虚 角 的 变换 。 

按照 计算 (2. 7 一 28) 的 方法 我 们 可 得 到 如 下 的 表 式 : 


人 


4 一 en 一 co 了 十 myein 了 


[2 


2 


es tl p=! 


上 式 用 了 a 一 一 iyiy 


= cosh 也 + iyiysinh 
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3， 空 间 反 射 和 时 间 反 演 不 变性 


空间 反射 变换 
gd | (2.7 — 32) 
TV = Vara=i 
其 变换 矩阵 
-1 0.0 0 
0 -100 
an 一 

0 0 -0 
o0 0 01| 


行列 式 deta= 一 1, 这 是 一 种 分 立 变换 ,不 能 用 相继 的 无 穷 小 变换 


来 实现 。 这 种 变换 下 Dirac 方程 (2. 7 一 3) 变 成 
reV' tp tm ) = 0(2.7— 33) 
设 有 一 个 4X4 甜 阵 P 和 它 的 逆 矩 阵 疡 :存在 ， 满 足 条 件 
PyP! =— 9, PyP =%, (2.7— 34) 
并 且 令 这 个 变换 下 ， 旋 量 做 如 下 变换 ， 
PRL) 一 及 (xl ) = Py(— x’ ,t) = Py(x,t) 
(2.7 — 35) 
用 P 左 作用 于 (2.7 一 33) 式 并 利用 PP=1， 则 有 
(一 PyPIV' 十 PnP™9’ 十 m)Py(— x ,tt)=0 
再 利用 (2.7 一 32)，(2.7 一 34) 和 “(2.7 一 35) 式 ， 上 式 变 成 
a+ my x ) 一 0 《2.7 一 36) 
这 表明 坐标 反射 变换 前 后 Dirac 方程 具有 完全 相同 的 形式 。 
满足 条 件 (2.7 一 34) 的 矩阵 确实 存在 ,可 取 P=y4。 因 此 ,Dirac 
方程 具有 空间 反射 不 变性 ， 其 旋 量 波 函 数 的 变换 性 质 由 〈2.7 一 
35) 来 决定 。 
时 间 反 演 是 另 一 种 分 立 变换 ， 也 不 能 由 相继 的 无 穷 小 变换 来 
实现 。 时 间 反 演 的 变换 式 是 
xx 一 2 一 和 tt =—t, } (2.7 — 37) 
V>V =VY, a7a=—a, 
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变换 系数 矩阵 行列 式 deta 一 一 1 
0 0 
0 
i 0 deta 一 一 1 
0 一 1 
在 此 变换 下 ，Dirac 方程 〈2.7 一 3) 变 成 ; 
(人 V' 十 xna 十 mg ,Lt)=0 (2.7— 38) 
设 有 一 个 4X4 和 抢 阵 了 及 其 道 矩阵 下: 存在， 满足 


TY =y, TyT =—%, (2.7 一 39) 
并 令 旋 量 波 函数 作 如 下 变换 
PX) > px st ) = Tt ) = THX,) 
{2.7 一 40) 


用 7 从 左 作用 于 (2.7 一 38) 并 利用 TT=1, 得 
(TY » V' — TyTd, + m)TY(x’ ,-t )=0 
将 〈2.7-.39) 和 “(2.7 一 40) 代入 上 式 得 
yat+ my z=0 
可 见 Dirac 方程 具有 时 间 反 演 不 变性 。 事 实 上 满足 (2. 7 一 39) 的 
了 矩阵 确定 存在 ， 例 如 可 取 了 一 ?zs， 并 且 有 2+ 一 人 一 个。 
4. 电荷 共 轿 变换 
自然 界 存 在 正 、 反 两 类 粒子 、 例 如 电子 与 正 电 子 ， 质子 与 反 
质子 , 中 微 子 与 反 中 微 子 等 , 它们 的 质量 , 自 旋 和 平均 寿命 相同 ， 
但 分 别 带 有 相反 的 磁 矩 、 粒 子 数 等 量子 数 。 对 荷 电 粒 子 ， 还 带 有 
相反 符号 的 电荷 。 电荷 共 轿 变 换 也 就 是 一 种 正 、 反 粒子 的 变换 .为 
便于 理解 其 物理 意义 ， 我 们 研究 一 个 荷 电 旋 量 粒子 〈 如 电子 、 质 
子 ) 在 电磁 场 中 的 运动 .根据 最 小 作用 量 原理 , 这 时 应 作 变 换 ,一 
9, 一 ieh,， 即 Dirac 方 程 及 其 共 斩 方程 分 别 是 
(yl9, 一 ieA,) 十 za)%(z) = 0 《和 了 一 41) 
和 (08(a, 十 ie4) 一 m) plz) =0 (2.7 一 42) 
现 研究 这 两 个 方程 之 间 的 联系 。 设 有 一 个 4X 4 矩阵 C, 并 存在 逆 矩 
阵 C1 满足 
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CC =— y, (2.7 一 43) 
定义 一 个 新 旋 量 
#(z) = Cz) (2.7 一 44) 
用 C 左 作用 于 (2.7 一 42) 式 , 注意 ciC=1 得 
(CHC1(9, + iehs) — m) F(z)=0 
利用 〈2.7 一 42》 和 (2. 7 一 43)， 上 式 变 成 
(yl9, 十 iehy) 十 mm) 扩 (z) 一 0 (2.7 — 45) 
可 见 , 做 C 变换 后 ,方程 基本 上 回 到 原来 的 方程 (2. 7 一 40)， 只 
是 电荷 改变 了 符号 , 由 ee。 一 e。 因 此 , 若 # (z) 是 粒子 的 波 函 数 ， 
8(z) 就 是 反 粒 子 的 波 函数 ，(2. 7 一 45) 就 是 反 粒子 的 Dirac 方程 。 
所 以 C 又 称 为 正 、 反 粒子 共 王 变换 , 或 电荷 共 示 变换。 (2. 7 一 
44》 是 正 反 粒子 旋 量 波 函 数 之 间 的 弃 换 规律 。 
下 面 讨论 C 和 矩阵 的 显示 式 和 性 质 。 由 (2.7 一 43) 有 
CT 一 一 PC (2.7 一 46) 
根据 » 矩阵 的 性 质 
f= 一 1 = X=—% 站 一 办 
故 由 〈2.7 一 46) 可 知 ,，C 与 ,为 对 易 ， 与 %，y4 反 对 易 ， 于 是 
我 们 选取 
0 


C= iyp = o 


口 " 口 口 
. 
© 


正好 满足 (2.7 一 43) 的 要 求 《可 直接 验证 )。 可 证 
C+ 一 CO = Cr =— C=0 加 一 一 go 
(2.7 一 46): 
5，CPT 共 思 变换 
同时 进行 C, P, 7 三 种 变换 称 为 CPT 共 轿 变换 。 在 PT 同时 
变换 下 
x>x =—x, ti>t =—i, d=— 0 
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利用 上 式 ， 在 电磁 场 中 运动 的 荷 电 粒子 的 Dirac 方程 (2.7 一 41) 可 
改写 成 
(一 p+ ieh) + myp(—z)=0 
设 有 一 个 4X4 和 矩阵 S 及 其 逆 矩 阵 8 存在， 用 8S 左 乘 上 式 ， 并 利 
用 S18=1 可 得 
(一 Sy,S"1(3, + ieA,) + m)Sy(—z')=0 
(2.7 — 48)) 
若 定 义 一 个 新 的 旋 量 波 函 数 
Pz) = Sy(— 2 ) = Sy(z) (2.7 一 49) 
并 令 yy 满足 下 列 条 件 
SysS7 =— y, (2.7— 50) 
则 (2.7 一 48) 变 成 
yt ieh) + my (z= 0 (2.7— 51) 
比较 (2. 7 一 41) 和 上 式 , 可 知 p (z) 和 (z' ) 所 满足 的 方程 基 
本 相同 ， 两 者 只 差 一 个 电荷 e 的 符号 。 这 就 是 说 ， 若 % (z) 是 粒 
子 的 波 函数 ， 所 〈z) 就 是 反 粒子 的 波 函数 。 
下 面 讨论 5 矩阵 的 显示 形式 。 利 用 六 矩阵 的 性 质 和 对 易 关 系 


有 
sony Dd 
将 上 式 和 “(2.7 一 50〉 比较 ， 可 得 
S = (2.7 — 51) 
于 是 (2.7 一 49〉 可 写成 
(2) = ysp(— z) (2.7 — 52) 
上 式 表 明 ， 反 粒子 可 看 成 是 逆 时 轴 方 向 (一 方向) 运动 的 粒子 ，。 
6， 么 正 变换 不 变性 


Dirac 方程 
(ya + m)y(z) = 0 
设 有 一 个 4X4 和 矩阵 乙 和 它 的 递 矩 阵 三 存在 ， 且 忆 是 么 正 抢 阵 ， 
U+=U1， 用 太 左 乘 上 式 得 
(UiyDa, + mVUy(z) 一 0 
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若 定义 »= Uy, ¥()= Uyp(z) (2.7—53) 
则 有 0, + my¥ (z) 一 0 (2.7—5D 
上 式 表明 Dirac 方程 对 么 正 变换 具有 不 变性 。 es 
7， 共 思 波 函数 的 变换 性 质 
由 共 固 波 函 数 的 定义 $= $+ %， 可 以 寻 出 它 的 变换 性 质 。 取 
多 二 4y 的 厄 米 共 固 得 


(y )+ 一 $+ A+ 
根据 定义 ， 在 新 的 坐标 系 z 中 的 共 思 波 函数 是 
$' = (P+ (2.7 一 55) 
由 上 面 两 式 得 : 
$= A = PAty, (2.7 — 56) 


上 式 表示 ， 共 锯 波 函数 的 变换 是 借助 x4+yx 来 完成 的 ， 对 于 固有 
Lorentz 变换 和 空间 反射 变换 ， 可 以 验证 ， 存 在 如 下 关系 . 


WAty= A 
所 以 
(及 ”一 YA (2.7 一 57) 
对 时 间 反 演变 换 
. At EA! 
所 以 ¥ 一 一 再 4 (2.7 一 58) 


8，PDirac 方程 中 的 波 函 数 是 旋 量 
我 们 己 经 知道 ， 在 坐标 系 z 以 匀速 了 了 相对 z 系 沿 za 轴 运动 
时 ， 坐 标 〈 矢 量 ) 的 变换 按 〈2. 7 一 30) 是 
2 = zlcasho 一 ztsinho } ~ 
2 一 一 zisinhe 十 zocosho) 
而 波 函 数 的 变换 是 : 
yy =Ay $+ 一 (AP+= 针 At 
其 中 4 按 (2.7 一 31) 有 


4= cosh 廊 + iyiyssinh 


(2. 7 一 59) 


二 
2 
40 


= cosh 瑟 一 aasinh 全 一 e 一 am/2 
呈 一 er 一 ceosho 一 asinho 《2.7 一 60) 

由 《2.7 一 40) 可 见 4 一 4+ 
于 是 : 条 + 入 一 革 4+ 4 一 42 (2.7 — 61) 
比较 (2.7 一 59〉 和 “(2.7 一 60)， 我 们 可 把 4? 看 作 一 阶 张 量 ( 矢 
量 ) 的 变换 算 符 , 而 波 函 数 的 变换 算 符 4 二 A, 因而 4 看 作 半 阶 
张 量 的 栾 换算 符 。 所 以 , 就 是 半 阶 张 量 又 称 旋 量 , 而 狄 拉克 方程 
就 是 旋 量 方程 。 

9， 由 波 函 数组 成 的 协 变量 

对 正 Lorentz 变换 和 空间 反射 变换 的 各 种 类 型 协 变量 


协 变量 变换 性 质 独立 元 数目 
(1) 交 标量 1 个 
(2) pA 矢量 4 个 
(3) ipysyy 二 级 反对 称 张 量 6 个 
(4) ipysysy ， 厢 矢 量 4 个 
(5) ipysy 质 标 量 1 个 
其 中 ys=yyzpp C7)?=1 ?6 十 2 一 0 
在 正 Lorentz 和 空间 反射 变换 下 
=A y=Ay (2.7 — 62) 
则 : $ yp=YA1y AY ~ (2.7 一 63) 
为 证 明 上 述 协 变量 的 变换 性 质 ， 还 须 用 到 不 变性 条 件 
Aly,A = apy, 《2.7 一 12) 
和 关系 式 AiyA= (deta) ys (2.7—64) 


上 式 可 证 明 如 下 : 按 行列 式 的 定义 
deta= 2 pamav2d pao4 
根据 行列 式 两 列 对 调 ， 其 值 只 改变 符号 的 性 质 ， 有 
Emp aw opg a 一 (deta) gvvpe (2.7 — 65) 
此 式 可 直接 验证 ， 例 如 
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Sepeau2Gvldp3Gel 一 “spp pina psd04 E2134 = (deta) Es 


此 外 可 直接 验证 ' 
ys = yyysy4 一 十 ayooypye (2.7 一 66， 
利用 (2.7 一 47)，(2.7 一 12) 和 (2.7 一 46) 可 求 得 


1 ~ 
43754 一 A A YepopaypA 


= pp poyayg yy 


= 证 (deta) Eap yeypyyYe 
= (deta) ys 
下 面 证 明 各 协 变量 的 变换 性 质 : 
(1) X=1 立即 有 
VY = PAA = 
逮 是 标量 
(2) y==y。， 利用 41y,4==awy, 可 得 
pp 一 AAy = my 
2?。 py 必 是 矢量 
(3) Y=, (pr) 
类 似 上 式 证 明 可 得 
i yp 一 ip 4Ad yAy 
=iaampyoyoy 
“… 是 二 级 反对 称 张 量 
(4) y=ysy, 
利用 (2.7 一 12) 和 (2.7 一 45) 有 
i Yep =yAyshh yAYy 
=i (deta) appysyiy 
“ipysyy 是 帮 矢 量 
(5) 六 一 入 
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ip ys 一动 41754% 
=i (deta) $ysy 
说 ysy 是 厦 标 量 
以 上 几 种 协 变量 ， 在 讨论 场 的 相互 作用 时 极为 重要 ， 利 用 它 
们 ， 可 以 构成 费 米 子 场 和 其 它 一 种 场 发 生 相互 作 用 的 拉 格 朗 日 函 
数 。 在 核子 和 = 介子 的 强 相 互 作用 中 , 谢 标 量 和 质 矢 量 特别 重要 ， 
以 % 代 表 核 子 场 ,mp 代表 介子 场 , 则 相互 作用 的 拉 格 朗 日 函数 具有 
ysyp 或 而 synyaup 的 形式 。 


8 2. 8 。 Dirac 方程 的 平面 波 解 
自由 粒子 的 Dirac 方程 为 
i 一 Hy (2.8— 1) 


其 中 哈密 顿 量 H=a* PHmp (2. 8—2) 
显然 [P,，H] 一 0,， 卫 是 守恒 量 ， 且 能 量 和 动量 P 有 共同 的 本 
征 函 数 ， 考 虑 到 是 4X4 矩阵， 所 以 Dirac 方程 的 解 应 是 一 个 4 
分 量 旋 量 。 取 5 

PZ) 一 az(p,s)ed< DD = vy(p,s)er (2.8 一 3) 
其 中 w (P，s) 是 与 x, t 无 关 只 与 动量 和 自 旋 有 关 的 4 分 量 旋 量 。 
可 表示 为 


(2.8— 4) 


We 


“| 2 分 量 旋 量 ， 于 是 


如 

其 中 -| | 3 一 
Wz 
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BW 
yz) = | |er (2.8 一 5) 
Ws 


Wh 
下 面 , 我 们 寻求 Dirac 方程 的 平面 波 解 (2. 8 一 5) 的 显示 形式 
〈 即 “的 显示 形式 ) 。 
1， 螺 旋 度 (Helicity) 本 征 态 


设 n 二 站 | 是 粒 于 沿 动量 方向 运动 的 单位 矢量 ,粒子 的 自 旋 8 
= 去 2 .定义 算 符 卫 在 运动 方向 上 的 投影 
i .下 28 一 9 
为 螺旋 度 或 涡 度 〈helicity) 算 符 。 由 〈2. 8 一 6) 有 
妇 一 1 三 和 一 土 上 
即 螺旋 度 的 本 征 值 为 士 1.% 一 1, 称 为 右 旋 粒 子 , 1= 一 1, 称 为 左旋 
粒子 。 另 外, 可 以 证 明和 五 互 相对 易 , 即 [h, #] 一 0, 4 是 守恒 
量 ， 螺 旋 度 4 和 能 量 B， 动 量 p 有 共同 的 本 征 函数 $. 其 本 征 方程 
网 二 Ay 2 一 土 1 (2, 8 一 7) 
的 各 分 量 在 球 坐标 中 表示 为 . 


ni = singcosp, 2 = sinbsing, ns = cosb 


‘0 =0"n=0m+0sn2+ O33 


i Cos sing(cosgp-ising) 
sing 〈cosyp 十 isinp) 一 casb 
casg singe 了 
-| 〈2. 8 一 8) 
sinbew ”一 cosbg 
将 (2.8 一 5) 和 (2.8 一 6) 代入 (2.8 一 7) 得 
on 0 4 [< 
0 oo:nll” 7 
对 4=1， 有 oné=é, gnn=7 (2. 8 一 9) 


由 上 式 第 一 式 ， 有 
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casg singe™” 
Singe” ”一 cosb 


m1 


Wl 
器 
即 Cosbu+ singe™ rus = 

Sinbeirul 一 cosbuz = us 


由 上 两 式 得 同一 比例 式 


0 
cos— 
和 = 一 (2.8 — 10) 
?sin Ze 
同 理 ，(2. 8 一 9) 第 二 式 解 得 
5 
人 2 (2.8 一 10): 
wu 2 ww 
Sin 2 
对 4= 一 1， 有 
cosg singe™”?| |wu Wl 
singe? — cosg | |u, Wz 
即 cosb 十 sinte 一 ua 一 一 ul 
Sinteul 一 casbuz 一 一 uz 
用 类 似 上 面 的 讨论 可 得 
-sin ge 
生生 一 (2.8 一 11) 
2 3264 


(2.8 一 10) 和 (2. 8 一 11) 式 是 螺旋 度 本 征 方程 〈 对 应 本 征 值 十 
1》 对 Dirac 方 程 的 解 的 旋 量 分 量 的 限制 〈 要 求 ) 。 

2， 能 量 本 征 态 

下 面 讨论 能 量 本 征 方程 对 Dirac 方程 的 解 的 旋 量 分 量 的 限制 
(要 求 )。 能 量 本 征 方程 

(Ca "了 十 hm)y=y 
即 到 
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站 0 ao.p 1 0 1lel_ je 
[lleo.p 0 0 1|"| | | 
展开 上 式 得 
村 去 = 一 
se—m)s— (op =0 } (2.8— 12) 
一 (op)5 二 (十 mm 一 0 


上 面 齐 次 方程 组 有 不 为 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 等 于 零 ， 即 


se—m —(o.p) 
ae e 十 二 |- 
解 得 能 量 
se=+t MP+m= Br 
由 (2.8 一 12) 解 得 
1 一 区 或 5 一 二 (2.8 — 13) 


对 正 能 ( 正 频 ) 。 一 E+， 有 
9= 天 于 或 =- (8 一 14) 
对 负 能 〈 负 频 ) 。 二 F- 有 
p 


9 一 站 或 5 一 关 - (2.8 一 15) 
〈2.8 一 14) 和 (2. 8 一 15) 是 能 量 本 征 方程 (本 征 值 为 土 8) 对 Dirac 
方程 平面 波 解 的 限制 (要求 )。 由 于 螺旋 度 和 能 量 (动量 ) 有 共同 
本 征 函数 ， 故 Dirac 方程 的 平面 波 解 应 同时 满足 螺旋 度 本 征 方程 
和 能 量 本 征 方程 的 要 求 ， 即 可 从 〈2. 8 一 10)、(2. 8 一 11)、(2. 8 一 
14)、(2. 8 一 15) 得 到 .Dirac 方程 平面 波 解 的 显示 表达 式 。 


对 一 Bf，?4 一 1， 由 《2.8 一 10) 式 , 选取 =cos 多 ; 则 一 


sin Ge 于 是 


外 


由 (2.8 一 6) 可 知 , =1 时 ac .pb 一 |p| (4= 一 1 时 , oc :p= 一 1p!)。 
我 们 可 由 (2. 8 一 14) 得 到 


2 
Ca ip| 吉 过 盏 + 十 全 3 
"BT | | 

sn” 

E+ m 


3， 平面 波 解 
联合 上 面 的 4 和" 得到。e=B+,4=1 的 解 ( 取 B+==E, 8- 二 一 
已 ， 以 下 同 ): 


2 企 
3 2 
sin fer sin Fe 
p11 = EB N er 
lp| 9 2 
Ei+ 二 nm 过 E+m : 
2 9 lp| ， 8 
Tm 7e 7 Bim 
(2.8 一 16)， 
用 类 似 的 方法 可 求 得 其 余 三 个 解 
对 :=B+= 二 BZ，4 二 一 1 其 解 (注意 用 (2. 8 一 11)) 
J 0 
sin Fe sin Te bg 
4 2 
0 2 
pr 一 jp 2 et 一 a40 一 入 | 
p ; En 
ye eh Fim a” 
"pl 0 二 lp|、 4 
有 + 十 m 2 Em 2 
(2.8 — 16)z 


对 :二 B_ 二 一 B，4 二 1， 其 解 
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=N er +) (2. 8— 16)s 


pnw=N ex 一 mL_D 


=N eirx 二 加) (2.8 一 16)， 


其 中 是 归 一 化 因子 ， 可 由 灶 为 = 好 $1 一 … 一 1 求 得 
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E+ 
N= sa 
当 粒 子 运动 动量 p 沿 > 轴 (0=0) 时 ,这 时 jp 二 ps, 则 (2.8 一 


16) 简写 成 
1 0 


(2.8 一 17) 


0 


。 一 Ba 
区 一 N 0 xtm, yw 一 NIEB+ moet 
1 0 
0 1 
上 面 得 到 Dirae 方程 的 四 个 解 , 分 别 对 应 于 正 、 负 能 量 态 和 正 、 负 
螺旋 度 ( 自 旋 在 动量 方 同 投影 为 正 或 负 ), 读者 可 用 相应 的 算 符 作 
用 于 相应 的 波 函数 上 获得 验证 ， 
4， 负 能 困难 
上 述 解答 中 ， 粒 子 可 以 处 于 正 能 态 , ,又 可 以 处 于 负 能 态 ， 这 
种 负 能 解 的 存在 , 曾经 是 Dirac 理论 中 的 一 个 严重 困难 。 因 为 这 里 
的 负 能 态 和 以 往 非 相 对 论 中 所 遇 到 的 负 能 量 有 所 不 同 ， 例 如 在 中 
心力 场 中 运动 的 电子 ， 那 里 的 负 能 量 是 由 于 选择 势能 的 起 点 而 产 
生 ， 而 这 里 的 是 由 爱 因 斯 坦 质 能 关系 所 规定 的 总 能 量 ， 这 样 的 
负 能 就 表示 粒子 的 质量 也 可 是 负 值 ， 这 是 不 能 想象 的 。 另 外 ， 按 
照 量子 力学 对 # 的 解释 负 能 解 不 可 能 有 任何 物理 意义 . 例如 , 在 
原子 中 如 果 有 负 能 级 存在 ， 那 未 所 有 原子 都 不 可 能 有 能 量 最 低 的 
基态 ， 因 为 正 能 级 的 电子 都 可 以 跃迁 到 负 能 级 而 放出 辐射 。 由 于 
负 能 量 可 以 有 任意 大 的 绝对 值 ， 因 而 所 有 电子 都 可 能 不 断 地 无 限 
49 


止 地 胱 到 更 负 的 能 级 而 放出 能 量 ， 这 与 物理 事实 完全 冲突 

为 了 避免 这 种 跃迁 到 负 能 态 所 带 来 的 困难 ，Dirac (1930) 提 
出 如 下 假设 ， 在 现实 世界 中 ， 我 们 所 说 的 真空 状态 是 所 有 的 负 能 
态 都 被 电子 占 满 ， 根 据 泡 里 原理 ， 如 果 一 个 态 中 已 经 有 一 个 电子 
所 占据 ， 则 其 它 电子 就 不 可 能 跃迁 到 这 个 状态 中 去 ， 所 以 我 们 观 
守 到 的 正 能 量 电子 就 不 可 能 跳 到 已 经 填 满 了 的 负 能 态 中 。 根 据 这 
个 假设 ， 真 空中 也 有 无 穷 多 个 电子 填 满 了 负 能 态 ， 这 些 电子 的 存 
在 ， 形 成 一 个 均匀 的 背景 ， 正 因为 如 此 ， 它 们 不 能 被 观察 到 。 但 
是 如 果 有 一 个 负 能 态 的 电子 被 外 来 作用 (如 射线) 所 激发 而 跃迁 
到 正 能 态 ， 则 原 太 的 负 能 态 中 仙 少 了 一 个 电子， 形成 一 个 所 调 

空 穴 ”， 这 个 空 穴 相当 于 一 个 带 正 电 具有 正 能 量 的 粒子 而 被 观察 
到 。 多 拉克 的 这 种 理论 称 为 空 穴 理论 .1932 年 安 德 逊 在 字 窗 射线 
实验 中 发 现 了 正 电子 ， 于 是 空 穴 就 自然 地 被 理解 为 正 电子 。 根 据 
上 述 理论 ， 光 子 和 正 负电 子 的 相互 转变 得 到 了 简单 的 解释 由 于 
外 来 作用 ,使 处 在 负 能 态 的 电子 吸收 了 一 个 能 量 (> 2mc2) 的 交 
子 后 就 被 激发 到 正 能 态 ， 从 而 形成 一 个 负电 子 和 一 个 正 电子 ( 空 
穴 ); 反之 , 当 处 于 正 能 态 的 电子 跳 回 到“ 空 究 ” 时 ， 正 、 负 电子 
消失 了 ， 而 放出 光子 ， 这 过 程 称 为 正 、 负 电子 “ 漂 没 ”。 

但 是 ,我 们 指出 ， 狄 拉克 的 空 穴 理 论 是 根本 违反 客观 事实 的 ， 
因为 根据 这 个 理论 ， 实 际 上 没有 电子 存在 的 真空 窜 看 成 了 充满 无 
穷 个 负 能 量 的 电子 ， 这 显然 是 荒 雇 的 。 其 实 狄 拉克 空 穴 理论 的 出 
现 只 表明 在 相对 论 量子 理论 里 ， 把 解释 为 单个 粒子 的 几率 振幅 
是 不 可 能 的 ， 而 狱 拉克 理论 实际 上 已 放弃 了 单个 粒子 的 概念 ， 因 
为 它 已 假定 了 无 穷 多 个 电子 的 海洋 。 在 以 后 的 量 于 场 论 中 ， 人 们 


对 波 函 数 作 了 新 的 解释 ， 正 负电 子 对 的 产生 和 淹没 就 成 为 理论 上 


的 一 个 自然 现象 ， 根 本 不 再 需要 违反 映 客观 实际 的 “ 空 从 ”理论 
了 。 
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8 2.9 Dirac 方程 的 解 的 正 交 归 一 性 与 完备 性 


Dirac 方程 的 四 组 解 可 改写 成 : 
对 正 能 解 ， 由 (2. 8 一 16)1，(2. 8 一 16): 有 
Biz) =uDVer, Yi 一 We 和 (2.9 一 1) 


对 负 能 解 , 由 (2. 8 一 16)s 和 (2.8 一 16), 有 ( 令 p 一 一 p, |p| 一 一 
|p|) 
ud(— p)e- = v Vp)e- 
i Kd Ge (2.9— Ds 
其 中 4 ,vm (r= 二 1，2), 分 别 是 (2. 8 一 16) 中 所 给 出 的 旋 量 波 
子 数 。 为 书写 方便 ， 有 时 咯 去 上 标 《7)。 
1， 旋 最 波 函 数 的 正 交 归 一 性 
Dirac 方程 及 其 共 扼 方程 分 别 为 
(B+ mu(p) = 0, uP)ip+m)=0 (2.9—2) 
以 y4 左 乘 上 式 两 边 得 
(iyy * P+yam) vu (p) =Eu(p) 
以 4 (p) 左 乘 上 式 得 
ut (iy* p+m) v= Em 
对 (2. 8 一 19) 第 二 式 作 类 似 运 算得 
ut (— iy* p+ m)y = Buu 
将 上 面 两 式 相 加 得 
mtu= Buu (2.9—3) 
另外 ， 由 负 能 粒子 旋 量 波 函数 。(z)、” (?) 满足 
(一 成 十 mm)o(p) 一 0， %(P) (一切 十 如) 一 0 
(2.9 一 4) 
做 同样 运算 得 到 
mvt v=— Evv 《2.9 一 5) 
考虑 到 十 ,ivyw 痢 是 实 4 一 矢量 , 故 采取 下 面 的 归 一 化 方案 是 合 
适 的 
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uy = vy 一 起 
由 上 式 取 =4 时 有 
utu=vtv 二 也 (2.9 一 6) 
m 


联合 (2.9 一 3)，(2.9 一 5) 和 “(2.9 一 6) 得 


uPulp) =— vp)v(p) = 1 (2.9 一 7) 
由 于 粒子 和 反 粒 子 的 不 同 自 旋 态 都 互相 正 交 ， 所 以 
U0 (p) wo (p) 一 一 wo (p) wo (p) 一 0u 


~ (7) vO (7) 一 VC (p) wr") (7) 一 0 
E (2. 9 一 8) 
WO+ (p) 人 Ce) (p) 一 b+ (p) vO (7) 一 元 


w+ (p) 4 (p) =vn+ (p) vO (p) =0 

2， 旋 量 波 函数 的 完备 性 

因为 旋 量 x”"、"@ 均 为 本 征 态 , 且 互 相 正 交 归 一 , 因此 可 用 它 
们 作为 基 矢 , 张 成 一 个 旋 量 Hilbert 空间 , 空间 中 任 一 旋 量 W 可 展 
成 这 些 旋 量 基 矢 的 线性 组 合 。 即 


W= Pau?p) 十 oo(p)) (2.9 一 9) 
rel 
其 中 m，5 为 任意 常数 ， 分 别 用 zw 〈p) 和 ze (z) 左 乘 上 式 两 边 
得 到 
EE 2 a 2 
uO(p)W= De uO(pu (pp) = Deo, =a, 
r=l1 r=l1 


和 vo)W= yw yo(p)vo(p) =— 2, 
将 o 5b. 代入 (2.9 一 9) 得 到 
W= Santp) up) 一 vp) vOpIW 
由 于 Ww 是 任意 旋 量 ， 故 有 
Sun) zeo(p) 一 we(p) vr)(z) = 1 (2.9— 10) 


上 式 就 是 旋 量 wo 和 vc 的 完备 性 条 件 。 
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3，. 能 量 投影 算 符 
为 了 今后 计算 的 方便 , 我 们 引进 两 个 正 、 负 能 量 投影 算 符 , 它 


们 分 别 记 为 
4+ (D) 一 二 多 二 于 和 4- (7) 一 了 涉 呈 (2.9 一 11) 


利用 〈2.9 一 2》 和 (2. 9 一 4) 可 以 得 到 
4- (p)v(p) = v(p) 


A+ (Pp)u(p) = up) 
4- (p) wu (p) =0 A+ (7) v (p) 一 0 


可 见 4+ 和 4- 分 别 投影 出 正 能 和 负 能 旋 量 波 函数 , 故 分 别称 为 正 、 


(2. 9 一 12) 


负 能 量 投影 算 符 。 
此 外 ， 由 定义 〈2.9 一 11) 可 求 得 如 下 性 质 : 
4+ 十 4- 一 1 4+ 4- 王 4- 4+ 一 (2.9—13) 
人 = A 


44 一 4+ 
用 4+ (p) 和 4- (z) 分 别 从 左 作用 于 完备 性 条 件 (2. 9 一 10) 得 


到 
2 2 
A+ (PD = Purp uO, 4-(p) 一 一 Dr? oHg) 
r= 
(2.9— 14) 


r=l 


联合 (2.9 一 11) 和 人 9 一 14) 得 到 正 、 负 能 投影 算 符 


44+ 一 opJaotp) = 二 电 + 
| 9 一 15) 
4- 一 一 oodm) imp) = 望 士 志 
r= 
上 式 在 具体 计算 中 是 一 个 很 有 用 的 公式 。 
最 后 ， 若 设 * 的 归 一 化 因子 为 N， 则 由 通常 的 归 一 化 方法 有 
Nist uy= 1 


将 〈2. 9 一 6) 代入 上 式 得 归 一 化 因子 
[m 
(2. 9—16) 


N= 
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382.10 ”二 分 量 中 微 子 理论 


实验 发 现 , 除 自 旋 为 1 的 光子 其 静止 质量 m 一 0 外 , 自 旋 为 志 的 


中 微 子 其 静止 质量 也 等 零 .这 种 粒子 可 用 m= 0 的 Dirac 方程 来 描 
述 ， 这 是 1929 年 Weyl 首先 提出 的 。 


1， 二 分 量 旋 量 
当 m= 二 0 时 ，Dirac 方程 简化 成 
(CE (2.10— 1) 
以 平面 波 解 
$= wv(p)er 
代入 上 式 得 
opu=ey (2. 10 一 2) 


其 中 能 量 。= 土 VpT 十 := 土 |?| 
由 于 m=0, 我 们 只 需 三 个 (而 不 是 四 个 ) 反对 称 算 符 矩 阵 来 
描述 ， 这 可 由 三 个 泡 里 矩阵 来 完成 .相应 地 ， 将 4 写成 


(2.10—3) 


其 中 4 和 ?都 是 二 分 量 旋 量 ， 将 (2. 10 一 3) 代入 (2.10 一 2)， 
得 

oo*m=2é, op¢= £1 (2.10—4) 
上 式 将 二 个 旋 量 纠缠 在 一 起 ， 为 得 到 二 分 量 旋 量 独立 方程 ， 引 进 
两 个 新 旋 量 , 这 可 由 上 面 (2. 10 一 4) 中 两 个 方程 分 别 相 加 和 相 碱 
得 到 。 令 


pr+ 一 二 CC 十 妨 ，w 一 去 一 信 。 (2.10 一 5 


则 有 
go* P+= ep+10 * POP-=— sp- (2. 10 一 6) 
54 


利用 螺旋 度 算 符 k= 可 将 上 式 改写 成 


me 全 se= lp| 

| ?+ lel, .10-7) 
Re p- := |?l 

lp| 9p- 2 一 一 |p| 


可 见 , 可 用 w+， 也 可 用 w- 来 描述 二 分 量 中 微 子 。 但 根据 6 衰变 实 
验 ， 中 微 子 的 螺旋 度 为 负 〈 自 旋 与 动量 反 平行 )， 而 反 中 微 子 的 螺 
旋 度 为 正 《〈 自 旋 与 动量 平行 )， 如 图 2 一 1 所 示 。 因 此 ， 对 正 能 量 中 
微 子 应 用 p- 描 述 , 称 为 左旋 中 微 子 ,对 正 能 量 反 中 微 子 应 用 p+ 描 
述 ， 称 为 右 旋 反 中 微 子 。 
由 于 yt 为 二 分 量 旋 量 , 在 Dirac 方程 的 哈密 顿 量 中 只 需 用 2X 
2 Pauli 矩阵 ，(2. 10 一 1) 可 改写 成 
G+. Tp=0 (2.10— 8) 


其 中 9 是 二 分 量 旋 量 Ne 和 并 交换 
Weyl 方程 。 


2 一 一 1 jh 一 十 1 
左旋 中 微 子 。 ”左旋 中 微 子 
图 2 一 1 
2， 宇 称 不 守恒 
在 字 称 变换 P〈 空 间 反 射 》 下 ,Px= 一 x, Pp= 一 p Po=0， 
R==t， 方 程 (2. 10 一 8) 变 成 


G+io. TPp) =0 
显然 ,上 式 与 原 式 不 同 , 也 就 是 说 做 宇 称 变换 后 的 旋 量 pq 不 
满足 weyl 方程， 即 方程 不 具有 字 称 变换 不 变性 .在 这 理论 中 , 字 


称 不 再 是 守恒 量 . 这 在 相当 长 的 时 间 内 没有 实验 验证 , 因而 , Weyl 
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的 二 分 量 中 微 子 理论 被 人 忽视 .直至 字 称 在 弱 作 用 中 不 守恒 的 现 
象 被 发 现 后 (杨振宁 、 李 政道 1956), 朗 道 (masnay 1957) 以 
及 Salam (1957) 就 同时 建议 用 这 一 理论 描述 中 微 子 ， 并 称 为 二 
分 量 中 微 子 理论 。 

3， 用 四 分 量 旋 量 描述 二 分 量 中 微 子 

二 分 量 中 微 子 理论 也 可 用 四 分 量 Dirac 旋 量 加 上 一 个 限制 来 
描述 .容易 看 出 ,Dirac 方程 在 变换 >ysy 和 m 一 一 mn 下 是 不 变 的 ， 
故 当 m=0 时 ，ysyp 也 是 Dirac 方程 的 解 。 由 避 =1 故 有 

yy 二 士 办 (2.10 — 9) 

加 上 上 述 限 制 后 ，# 的 独立 变量 实际 上 只 有 两 个 《读者 可 自已 验 
证 )， 记 为 


或 


其 中 mw 是 二 分 量 旋 量 。 
将 〈2.10 一 9) 代入 Dirac 方程 
av 1 一 咒 
得 av pg 一 一 s， 对 Ysp = (2.10 一 10) 
0。 一 sp， 对 ?一 一 » 
可 见 ， 上 式 是 二 分 量 旋 量 的 weyl 方程 .第 一 个 方程 描述 螺旋 度 为 
负 的 正 能 粒子 (左旋 中 微 子 ), 第 二 个 方程 描述 螺旋 度 为 正 的 正 能 
粒子 〈 右 旋 反 中 微 子 )。 比 较 〈2. 10 一 6) 和 上 式 , 可 见 两 者 是 一 至 
的 。 
利用 限制 条 件 〈2. 10 一 9)， 方 程 〈2. 10 一 2) 可 写成 


(ap 一 二 (ae 证 YOY 一 嘱 。 对 yy 一 
(ap 一 二 (及 (一 29# 一 直 对 yy 一 区 


《2.10 一 -1 
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由 此 可 见 下 式 也 是 Dirac 方程 的 解 


并 一 去 GE 十 298。 四 一 走 (L-?99 
(2.10 一 12) 
= »%) 癌 二 二 (1 十 75) 
另外 ， 用 z 左 乘 (2.10 一 11) 第 一 式 ， 可 得 
ys(a* p)Y = sysy (2.10— 13) 
其 中 
< js 0 -1||0 vc 区 o 0 
了 
一 一 也. 
所 以 对 *= 1?|，(2. 1 一 13) 写成 
> 
a 
即 
h=2.n=— ys (2.10 一 14) 
于 是 
hn 一 一 ) 冯 (1—ys) y= 去 (1-ys) y=¥Yn 
(2. 10—15) 


ip= 一 zx (1+?99 一 -二 (1+)6) Y= 一 融 


上 式 表明 , 如 和 和 分 别 是 螺旋 度 为 正 、 负 的 旋 量 , 我 们 可 以 用 
描述 左旋 正 能 中 微 子 (或 右 旋 负 能 反 中 微 子 )。 可 以 用 来 描述 右 
旋 正 能 反 中 微 子 〈 或 左旋 负 能 中 微 子 ) 。 
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第 三 章 经 典 场 论 


尽管 经 典 场 论 不 能 对 自然 界 做 出 完善 的 描述 ， 但 它 在 其 本 身 
范围 内 仍 可 解释 许多 现象 。 根 据 对 应 原理 ， 常 常 可 从 经 典 理论 导 
出 量子 理论 的 公式 ， 同样， 我们 可 从 经 典 场 论 导出 量子 场 论 。 这 
一 章 简 述 经 典 场 论 的 一 些 普遍 原理 ， 对 今后 讨论 量子 场 论 将 是 直 
接 有 用 的 。 


§ 3. 1 ”最 小 作用 量 原理 与 场 方程 


1， 最 小 作用 量 原理 
经 典 力学 中 有 最 小 作用 量 原理 : 对 任何 力学 体系 ， 存 在 一 个 
作用 量 积分 
7= 人 eau G3.1—1) 


对 真实 运动 ， 上 述 积分 取 最 小 值 ， 即 它 的 变 分 
51 二 sre =0 C3.1— 2) 


其 中 4、& 分 别 代表 广义 坐标 和 广义 速度 ,由 上 式 , 注意 到 边界 上 
变 分 ty (4) ==6g (Go) 一 0 和 5 一下 (6a) 立即 可 得 到 
arL_ dor 
ET (3.1— 3) 
上 式 就 是 质点 力学 的 Lagrange 运动 方程 ， 在 变 分 法 中 叫做 欧 拉 方 
程 。 
2， 经 典 场 方程 
我 们 可 以 把 经 典 力学 的 最 小 作用 量 原 理 〔 又 称 变 分 原理 ) 移 
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植 到 波 场 系统 ， 从 而 得 经 典 场 方程 。 经 典 场 论 中 ， 常 用 多 个 独立 
场 变量 p,(z) (c= 二 1，2，3,，…#) 来 描述 (例如 电磁 场 就 用 四 个 
独立 分 量 势 4 (z)，…A4〈z) 作为 场 变量 )。ys(z) 相 当 于 力学 体 
系 的 广义 坐标 ,4 是 每 个 时 空 点 场 物理 量 的 数目 。 类 似 经 典 力学 ， 
对 任何 一 个 场 的 体系 , 假定 存在 Lagrange 密度 函数 纪 , 它 是 ps 及 
其 时 空 微 商 apv 的 泛 函 ,为 使 理论 具有 Lorentz 协 变性 , 纪 应 是 一 
实 标量 函数 。 对 封闭 体系 ，S 应 不 是 时 空 的 显 函数 ， 以 保证 它 在 
坐标 平移 下 也 保持 不 变 。 为 使 自由 场 满足 迁 加 原理 ， 自 由 场 的 纪 
应 不 含 二 个 以 上 ps 的 乘积 。 为 了 简单 ， 我 们 假定 乡 不 含 mw 对 时 
空 的 高 级 微 商 ， 于 是 有 : 


= sepoam 
i 


作用 基 = | 
9 为 场 在 四 维 空间 中 存在 的 范围 ， 设 场 物 理 量 作 一 微小 变动 
gu(z) 一 Polz) 十 69un(z) 
并 假设 在 G 的 边界 上 sp,==0 , 则 由 变 分 原理 有 : 


3% se : 
d= [EE ze az 0 (3.1 一 4) 
az 9g 
注意 到 6 (3 2 = 天 io 和 加 三 3 (Cz) Cn) bpr 项 ， 则 上 式 可 


a asw 9 
bps 十 pe 
1 = | Be } 


{RE 3,3% 
i [GB Ea EE | ggv 十 EX 3 gu) 
[ az” | » a32:) 


* 这 里 由 于 坐标 :没有 改变 ， 故 可 这 样 写 ,一 般 是 5 人 名) - wm) 十 (5 
己 ) 机 
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0 i (3.1—5) 
上 式 中 最 后 一 项 的 积分 利用 四 维 空间 的 高 斯 定理 

| ES 吉 rar (3.1— 6) 
可 得 


9 ,9% a 
sk )diz = bpedo, 
| CP | dpe < 
(zz WE 
其 中 dps 为 四 维 空间 的 三 维 超 曲面 
doi = dzxdzyizo dos = dzidzsdzo 


1 1 》(3.1 一 7) 
dos = dzidzxdzo do = dmdzadas = dy 


dz 二 dt,， 0 为 G 的 边界 ， 由 于 边界 上 5p 二 0， 所 以 上 述 积 分 为 零 ， 
再 改 虚 到 积分 区 域 和 6p, 的 任意 性 ， 故 由 〈3. 1 一 5) 得 


一 (———)=0° (3.1— 8) 


上 式 称 为 拉 格 朗 日 场 方程 ,简称 为 拉 氏 运动 方程 。 从 方程 可 见 时 
间 和 空间 处 于 对 称 位置 ， 方 程 具有 相对 论 协 变形 式 。 

3，Lagrange 密度 函数 的 基本 性 质 . 

拉 格 朗 日 密度 函数 纪 是 描述 系统 的 动力 学 性 质 的 函数 ， 就 
是 说 , 只 要 给 出 系统 的 Lagrange 函数 , 场 系统 的 动力 学 就 被 确定 ， 
通过 变 分 原理 就 可 以 确定 场 的 运动 方程 (以 后 看 到 ， 还 同时 可 以 
计算 出 场 的 能 量 、 动 量 、 角 动量 、 电 荷 等 守恒 量 )。 当 然 变 分 原理 
并 没有 告诉 我 们 如 何 选择 基本 的 Lagrange， 选 择 基本 的 Lagrange 
是 理论 上 更 加 物理 的 方面 ， 而 理论 的 数学 部 分 只 是 获得 和 求解 场 
方程 。 必 须 指出 ， 系 统 的 Lagrange 函数 不 是 唯一 的 。 即 使 它 加 上 
一 个 散 度 项 ， 仍 然 得 到 同样 的 场 方程 。 因 为 加 上 一 个 散 度 项 3,4。 


。 此 式 亦 可 由 [={ 和 or + 了 二 om) - 0 对 其 中 第 二 项 用 分 部 积分 法 , 注 
意 到 界面 上 和 4 一 4 一 所 时 第 有 ip 一 0 求 得 
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后 
LL =L + (3.1— 9) 


这 时 sa =o) + 34das 
= 6 Sass + of a 
上 式 右 边 第 二 项 利用 四 维 高 斯 定理 可 归结 为 一 界面 积分 ， 即 
sasa.4, 一 吉 Ado, 


A 34, 
-区 or+ ee] 虹 
= | Br. + E20] so, = 0 
上 式 最 后 一 步 用 了 在 界面 上 变 分 6gp。 二 0。 
于 是 


| Se dtz 一 中 sav 《3. 1 一 10) 
Le 


所 以 乡 和 纪 二 34 代表 同样 的 物理 系统 , 导出 同样 的 场 方程 (以 
及 守恒 量 , 不 同 的 纪 之 间 相 当 于 进行 一 次 正则 变换 , 不 改变 物理 
量 的 总 数值 )。 最 后 ， 我 们 谈 谈 根据 什么 物理 原则 来 选择 系统 的 
Lagrange。 总 的 来 说 应 根据 问题 的 对 称 性 要 求 ， 选 择 尽 可 能 简单 的 
Lagrange， 一 般 必须 满足 如 下 几 点 要 求 : 

(1) 经 必须 对 固有 Lorentz 变换 是 一 个 不 变量 ， 即 Lorentz 标 
量 ， 这 样 才能 保证 

a. 场 方程 对 Lorentz 变换 是 协 变 的 。 

4. 角 动 量 守恒 。 

、(2) 纪 对 四 维 位 移 displacement) 变换 是 不 变量 , 要 求 红 不 
应 是 四 维 坐标 zx 的 显 函 数 .这 才能 保证 能 量 动量 守恒 。 

(3) 红 必须 是 场 函 数 和 它 的 偏 导 数 的 二 次 齐 式 , 这样 才 能 保 

a， 场 的 微分 方程 是 线性 的 。 

2， 电 荷 守恒 ， 重 子 数 、 轻 子 数 等 守恒 。 

上 面 的 要 求 ， 只 是 为 我 们 寻找 系统 的 Lagrange 提供 线索 而 
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8$ 3.2 Noether 定理 - 


在 上 一 节 中 ， 我 们 看 到 如 果 场 物理 量 做 一 微小 连续 变换 
pelz) > 1 v(z) = go(z) + bo(z) 
体系 的 作用 量 不 变 (51=7' 一 T=0) 那 么 就 得 到 一 个 场 物理 量 满足 
的 运动 方程 一 一 Lagrange 方程 。 这 一 节 我 们 讨论 更 一 般 的 情况 。 

1，Lagrange 不 变性 与 作用 量 不 变性 
首先 ,我 们 证 明 对 于 连续 的 坐标 变换 ,Lagrange 函数 的 不 变性 
与 作用 量 不 变性 是 等 价 的 。 设 坐标 作 一 无 穷 小 连续 变换 
二 二 年 
相应 地 场 量 也 作 一 无 穷 小 连续 变换 
gr(z) > gl ol2' ) = olz) + bpelz) 
在 这 变换 下 ，Lagrange 也 作 下 列 变换 
LGA2) ,DP AT)) > L(g (zx'),9 op oz ) 
根据 Lagrange 密度 作 是 Lorentz 不 变量 的 假设 应 有 
= 
按 作用 量 的 定义 ， 原 作用 量 
r= ee ,apv(z))dt 一 [ea 
变换 后 的 作用 量 为 
r= 2 (9 rz ),3 sp ez! ))d'z! = ,ee )dtz 


在 场 论 中 所 研究 的 变换 、 如 固有 Lorentz 变换 , 位移 变 换 以 及 位 相 
变换 等 连续 对 称 变换 的 Jacobi 行列 式 


zl/ 
了 一 | 芝 |=su=: 
由 〈3. 2 一 5) 式 有 
rT =| SP (z' )dtz/ =|2 (# Mas= | (z' )dtz 
oq a a 
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可 见 , 如 果 S2 (z ) = 经 (z), 则 有 1 = 了 7, 即 若 6s 一 0, 则 有 67 一 
0。 
这 就 证 明了 在 这 种 情况 下 ，Lagrange 不 变性 和 作用 量 不 变性 是 等 
价 的 。 可 任 选 其 一 使 用 。 
2，Noether 定理 
1935 年 ,Noether 提出 一 个 著名 的 定理 ,其 内 容 是 : 使 作用 量 
变 分 为 零 的 任 一 连续 对 称 坐 标 变换 ， 对 应 存在 一 个 守恒 定律 。 这 
一 守恒 定律 可 用 以 确定 守恒 量 。 现 在 我 们 证 明 这 一 定理 。 
设 坐标 做 无 穷 小 变换 ， 相 应 地 场 也 作 一 变换 ， 即 
Zn -2 一 Zr 十 6zv (3.2 一 7 
wu(z) 一 ww sz) 一 (人 z) 十 bgr(z3 (3.2— 2) 
设 这 是 一 连续 对 称 变换 ， 使 得 作用 量变 分 


好 一 | Se(z)diz 一 0 (3.2 一 3) 
0 


上 式 包 含 两 部 分 内 容 ， 即 由 时 空 变换 (3. 2 一 1) 引起 位 形 时 空 区 
域 的 变化 G-*G' ,于 是 5(de) = dtz' 一 dtz 关 0 和 由 场 量变 换 (3.2 
一 2) 引起 的 Lagrange 函数 变化 经 (z) -> S2 (z' ) ,于 是 SA(z) 一 
Se2 (z) — Ls) A 0。 
所 以 ，(3. 2 一 3) 可 成 

J 十 je war =0 (3.2— 4) 


其 中 6(d'z) = dzxdzsdzod(6z) + dzidzsdzod (6z2) 
十 dzidzzdzod (6z3) 十 dzidzzdzsd (6z0) 
利用 定义 (3. 1 一 7) 式 可 得 
(dz) = dod(6z,) 
式 中 do, 是 四 维 时 空中 三 维 超 曲 面 " 的 面积 元 , 6z, 代表 超 曲 面 边 
界 上 坐标 的 变化 。 我 们 可 将 〈3. 2 一 4》 的 第 一 项 写成 


| era = | (sa0,| “atoz,) 
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-= jz (Cz)dovizv 一 ja (Cz)6zo)d4z 


(3. 2 一 5) 
上 式 最 后 一 步 用 了 由 维 高 斯 定理 。 2 一 4) 中 第 二 项 可 写成 


cz 
aca | Br. + 5 R09) de 
a a 
到 BGs 十 P| dz 
a 
= [aa (3.2 一 6) 
上 式 第 二 步 用 了 场 方程 〈3. 1 一 8) .联合 上 面 两 式 ， 得 到 
a 
| [6 + Cap. 0] ds 
由 于 dtz 的 任意 性 ， 故 有 


a 要 
aeecour, 二 三， 二 po =3J,=0 (8.2—7) 
其 中 也 = Ln, + Ej (3.2— 8) 


(3. 2 二 7) 是 四 维 时 空 矢量 了, 的 连续 方程 ， 是 守恒 定律 的 微分 形 
式 ，J, 称 为 守恒 流 。 将 〈3. 2 一 7) 式 对 空间 体积 元 dsz 积分 


J aa = ke ia + V * Ddiz 
= a( 一 中 ra 于 4 “ds 


最 后 一 步 用 了 三 维 高 斯 定理 考虑 到 场 量 在 积分 面 边界 上 趋 于 零 ， 
上 式 第 二 项 为 零 ， 最 后 得 到 


mB(— 中 ra 一 aCG=10 (3.2 一 9) 

其 中 G=— ijras = 常数 (3.2 一 10) 
是 不 随时 间 改 变 的 守恒 量 。.7i 和 G 写成 

一 Cir 二 re oP (3.2—11) 


Ce 一 
8 一 一 Ee (3.2— 12) 
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于 是 Noether 定理 得 到 证 明 .利用 这 一 定理 和 (3. 2 一 12) 式 , 可 写 
出 各 种 场 体系 的 守恒 物理 量 .以 下 几 节 我 们 将 分 别 进行 讨论 。 


§ 3. 3 ”时 空 平移 与 能 量 、 动 量 守恒 定律 


由 于 时 间 和 空间 的 均匀 性 使 得 “绝对 时 间 ” 和 “绝对 空间 位 
置 ” 具有 不 可 观察 性 ， 这 就 要 求 物理 规律 (运动 方程 在 四 维 坐 
标 平移 下 具有 不 变性 ， 即 拉 氏 函数 密度 作 在 四 维 坐标 平移 下 具 
有 不 变性 。 这 将 导出 能 量 、 动 量 守恒 定律 。 假 设 在 坐标 作 微量 的 
平移 时 (有 限 的 平移 可 由 连续 的 微量 平移 构成 ), 坐标 和 场 物 理 量 
做 如 下 的 变换 : 
Soes 十 志 } 
gr(z) > 9 sz) = ult 6,) 
其 中 z 和 ww 代表 新 坐标 系 中 的 坐标 和 场 量 的 数值 ，% 代表 坐标 
的 微量 移动 。 
设 拉 氏 函 数 密度 对 坐标 平移 具有 不 变性 ， 则 
6 = LG oz ) 9 op oz )) — Lolz), 9,97)) 
= [9 ez) ,9 9 (2) — LY ez)0,9 oz))] 
+ [9 oz),99 。(z)) 一 Lolz) ,909Po(z))] = 0 
. (3. 3—2) 
上 式 第 一 个 中 括号 是 由 于 坐标 变化 而 引起 纪 的 变化 ， 在 忽略 高 级 
无 穷 小 量 时 有 
LY 21) 9 1 5) — LY es) 99 oz)) = Ye, 
第 二 个 中 括号 是 由 于 场 量 变化 (坐标 不 变 ) 而 引起 纪 的 变化 , 当 


忽略 高 级 无 穷 小 量 时 
Se(w 。(z) ,ay (z)) ACAON EA 


opu(z) 十 6u(aogo(z)) 


(3.3 一 1) 


二 2 9 

pe(z) 93(9,ps(7)) 
9 a 

一 Bp) PT) 中 BOP) Sep)) 
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将 上 两 式 代 入 〈3. 3 一 2) 得 


ae ， ,9 
= En + Ez + Ee (Gops) 
=0 《3. 3 一 3) 


其 中 变 分 符号 6 的 下 标 “0” 表 示 仅 由 场 量 变化 引起 ， 即 
opelz) 一 9 oz) 一 Pelz) 
由 (3. 3 一 1) 式 有 
Gr, =z 一 z= . (3.3— 4) 
由 于 场 量 是 张 量 (或 旋 量 ), 按照 前 面 关 于 张 量 的 定义 , 在 坐标 平 
移 变换 下 (此 时 学 一 6-) 场 量 应 不 变 ， 即 
| wz ) = wo(z) 
由 上 式 取 一 级 微量 近似 有 
go sz’ ) 一 gr(z) 一 go(z' — bz) 
=9, (2 ) — ee 6s, 
移 项 ,并 将 z 一 z 有 
Gogpu(z) = ol oz) 一 gr(z) 一 一 bziBon(z) (3.3 一 5) 
将 (3. 3 一 4)，(3. 3 一 5) 代入 〈3. 3 一 3) 得 


SG a a 
SA 一 3 天 一 Bp 一 EET Yd 
a 9, 9 ay 3, 9 | op 
ve { 医 BTAp ar,) 医 EAs | 到 ” 
=0 
利用 Lagrange 运动 方程 (3. 1 一 8)， 上 式 中 括号 内 函数 等 于 零 . 考 
虑 到 的 任意 性 ， 并 令 


ar as _ SS 
1 (3.3— 6) 
则 有 = 0 (3.3 一 7) 


这 是 守恒 定律 的 微分 形式 。 根 据 Noether 定理 和 公式 (3. 2 一 10)， 
可 得 一 守恒 量 
三 中 as (3.3 一 8) 


,一 
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上 面 给 出 的 Zn 和 z 分 别称 为 场 的 能 量 动量 张 量 和 场 的 能 量 动量 
四 矢量 。 对 任何 场 体系 ， 只 需 知道 它 的 拉 氏 密度 函数 5 则 可 由 
上 面 公式 求 得 它 的 能 量 和 动量 ， 当 = 二 1，2，3 时 ， 得 场 的 动量 
P; =— Tud: ml Ee (3.3 一 9) 

“ 当 4 二 4 时 得 到 场 的 能 量 


P=— ip, =— rus = [Gl — ers 


(3.3 一 10) 
为 了 看 出 已 守恒 的 物理 意义 ,我 们 把 质点 力学 的 正则 形式 和 场 的 
正则 形式 进行 比较 。 
在 质点 力学 中 有 广义 动量 pp、 广义 坐标 @ 和 拉 格 郎 日 函数 的 
关系 为 


aL 
和 


ag; 
定义 质点 的 哈密 顿 刀 为 - 
H= Dr —L 
仿 质 点 力学 ， 经 典 场 论 中 ， 定 义 场 的 正则 共 思 动 量 密度 x。， 场 量 
9s 和 拉 氏 函数 密度 乡 的 关系 为 
-9 2 
ay。 CN 
类 似 质 点 力学 ， 场 的 哈密 顿 密度 为 
= (3.3 一 11) 


To 


哈密 顿 量 能量) 
H= [Eze = ee -< (3.3 一 12) 
这 与 上 面 (3. 3 一 10) 式 所 给 出 的 守恒 量 Pu 一致， 所 以 Po 是 代表 


场 的 能 量 。 对 于 自由 场 ，P 就 是 场 的 总 能 量 。 
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8$ 3.4 时 空 旋转 变换 与 角 动 量 守恒 定律 


由 于 空间 的 各 向 同性 ， 使 得 “绝对 的 空间 ”方向 具有 不 可 观 
察 性 ， 这 就 要 求 物 理 规律 〈 运 动 方程 ) 在 三 维 空间 转动 变换 下 具 
有 不 变性 , 即 拉 氏 函 数 密度 对 三 维 空间 转动 变换 应 具有 不 变性 。 用 
与 前 节 类 似 方法 讨论 ， 我 们 将 看 到 ， 这 对 应 三 维 空间 角 动 量 守恒 
定律 。 

三 维 空间 转动 变换 是 固有 罗 仑 效 变 换 ( 四 维 空间 转动 变换 ) 的 
特殊 情况 ， 下 面 我 们 以 比较 普遍 的 固有 罗 仑 效 变 换 ( 因 变 换 系数 
和 矩阵 行列 式 等 于 十 1, 又 称 正 Lorentz 变换 ) 进行 讨论 。 因 有 限 的 固 
有 Lorentz 变换 可 由 连续 进行 一 系列 无 穷 小 的 固有 Lorentz 变换 得 
到 ， 二 对 无 穷 小 罗 仑 效 变换 

21 一 Zn 十 serzv 

场 物理 量 作 相应 的 赤 换 

gu(z) 一 go(z' ) 一 4opppCz) (3.4 一 2) 
其 中 py、 v=1, 2, 3, 4; go、p 一 1，2，3…n。 

根据 前 面 第 二 章 8 2.7 的 讨论 ， 9 (2.7 一 18) 式 有 

4on(en) = jp 十 了 By (3.4 一 3) 
并 且 = 一 sw， -= 一 ,都 是 反对 称 张 量 .以 (3.4 一 3) 代 
入 (3.4 一 2) 有 

gf v(z' ) = olz) 十 op 


= Wo(z 一 srzr) 十 了 es ,oagp(Z) 
= gu(z' ) 一 srzv(3 二 )) 
* esos z) (8.4 =4) 
将 上 式 z 一 z, 考虑 了 ss 和 [go (z' ) 一 ge ©] 均 为 一 级 微量 ， 
并 忽略 了 高 级 微量 ， 由 上 式 可 得 : 
dopu(z) = ol -(z) 一 ge(z) 
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一 一 sz(ayo(z)) 十 去 csSramp() 


(3.4 一 5) 
由 (3.4 一 1) 有 
gz = 7 ,OO— 7, = sp7, (3.4— 6) 
设 拉 氏 密度 对 固有 Lorentz 转动 坐标 变换 保持 不 变 , 则 经 过 类 似 上 
节 的 讨论 ， py (3.2—7) J 即 
6S2 = es, 年 @ pu(z) 计 di(6op,(z)) 


pe 
(3.4 一 7) 


3) 


以 (3.4 一 5) 和 (3. 4 一 6) 代入 上 式 得 : 


a ESA 2 1 

2 = 本- Ee $0) 
aa (2p, 二 
3 0) 


=0 (3.4 一 8) 
注意 到 志 (evz) = op = 0，(3.4 一 8) 中 第 一 项 


六) (3.4— 9) 
利用 拉 氏 运动 方程 (3. 4 一 8) 中 第 二 项 
a 3p, ,1 
关 ( Be | 
9 a 六 1 
一 一 2 (5) Be. — | (3.4 — 10) 
(3. 4 一 9) 的 第 三 项 可 写成 
2 _ af 和 1 a 经 
ER a2( 总 + 3 Hoag 3 
(3.4— 11) 


把 (3.4 一 9) 一 (3.3 一 11) 代入 (3.4 一 8) 得 


1 at 
2 了 Bs 六- 


a 
有 人 > 3 (3s )) =0(3.4— 12) 
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注意 到 sr 的 反对 称 性 ， 即 有 


将 上 式 代入 (3. 4 一 12)， 考 虑 到 ee 是 任意 取 值 , 和 S-,m 对 和 
”是 反对 称 的 ， 就 有 


9 
站 M+ 一 0 (3.4 — 13) 
a 
其 中 Mo = sn wn St 
二 (3.4 一 14) 
Mw,x 为 场 的 总 动量 抢 张 量 ， 其 中 轨道 动量 矩 张 量 
Do 修一 zw 一 ZITw (3.4 一 15) 
自 旋 张 量 
a 
Se 一 EYE 
ac Ge) 四 
| AGP) de eed sn 
最 后 一 步 利用 了 
PoCep) = Aospy = (bs + eS ore) py 
区 = Sp, 
场 的 守恒 量 是 总 角 动 量 
M», = 让-as 一 set [sos 
= Lo 3 
其 中 = 下 -de 之 | Gr 一 az0dz 3.4—17) 
是 场 的 二 阶 轨 道 动 量 矩 ， 
8S» = ilS», dz 一 一 [Es or ep PHIz 
= [wa (3.4 一 18) 
| 共和 
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是 场 的 自 旋 动 量 和 矩 ， 只 有 总 动量 矩 Mw 才 是 守恒 量 。M- 有 6 个 分 
量 ， 其 中 4w，，” 不 等 于 4 的 三 个 分 量 Mi (G，7 一 1，2，3) 代表 场 的 
总 角 动 量 。 
Ms = Li Ss 

其 中 

Do 一 中 em 一 zj)daz (3.4— 19) 
是 场 的 三 维 空间 的 轨道 角 动 量 

Sy 一 i| suass = | s,m 

一 深 怠 Ser (3.4 一 20) 

是 场 的 内 部 空间 的 自 旋 角 动量 。 . 
最 后 必须 指出 : 除了 用 这 两 节 所 述 通过 变 分 的 方法 求 出 守恒 

定律 和 相应 的 守重 量 外 ， 我 们 也 可 以 直接 利用 Noether 定理 所 给 
出 的 守恒 量 公 式 (3. 2 一 12) 求 得 守恒 量 和 守恒 定律 ， 此 时 只 需求 
出 在 坐标 变化 下 , 场 量 w 的 变 分 gpv, 代入 (3.2 一 12), 通过 适当 
的 运算 得 到 。 


§ 3.5 ”第 一 规范 变换 与 电荷 守恒 定律 


由 于 带 不 同 电荷 的 态 同 的 相对 位 相 的 不 可 观察 性 ， 使 得 运动 
规律 《运动 方程 ) 在 场 物理 量 作 位 相 变换 时 具有 不 变性 ， 也 就 是 
拉 氏 函数 密度 在 场 量 作 位 相 变换 下 具有 不 变性 ， 这 就 导致 电荷 守 
恒定 律 ， 这 种 位 相 变换 称 为 第 一 规范 变换 。 一 般 情况 下 ， 场 是 由 
复 函 数 来 描述 的 ,也 就 是 用 和 少 表 示 , 它们 都 是 独立 变量 那么 
拉 氏 函数 密度 sz 将 是 pV 并 和 2 的 函数 ,用 变 分 法 得 到 的 拉 氏 
运动 方程 应 是 
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Bp Gp) 
| 


aa ac G3.5—. 


EC 
泡 里 (Pauli，1940〉 定义 下 列 的 相 变 换 
Ps (7) 一 gl v(z) = eps(z) } 


Pe (7) > pe (7) = e “gs (z) Ws 


为 第 一 规范 变换 ， 其 中 a 是 一 实 常 数 。 
仿 前 两 节 的 讨论 ， 纪 对 变换 Se 4 一 2) 的 不 变性 可 表示 为 : 


er 各 + 0m) 
9 5ra os) = 
+ op: + S29) = 0 
(3.5— 3) 
设 a 是 很 小 的 实 常数 ， 则 有 
bp = enpu 一 HS tagpe } 
687 = ep; — 9p; — iaps 全 
a 经 )= 妃 (em2 =ia 区 
NB i (3.5— 5) 
人 ( 效 )= 站 (em:)=-ww 加 e 


《3.5 一 4) 和 (3.5 一 5) 代入 (3.5 一 3) 得 
(3 as pe IL a | 
一 0 


Sp 中 Pe 
ia 9pe pr) Hs 397 2p? 、 %, 
al Eo > a a, ) 


(3.5— 6) 
利用 运动 方程 (3. 5 一 1)》 可 将 上 式 写成 : 
"Er")-， (3.5 一 7) 
a a : 
以 e (基本 粒子 的 电荷 ) 乘 上 式 ， 上 式 写成 
Ea =0 (3.5— 8) 
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a a 
其 中 J,= 一 fics 2a) } (3.5 一 9) 


(3. 5--8) 具有 守恒 定律 的 微分 形式 ， 其 守恒 量 为 
@ =— sas = ma (3.5 一 10) 


这 个 守恒 量 4 称 为 电荷 , p= 一 订 , 称 为 电荷 密度 ,从 (3. 5 一 9) 的 形 
式 可 看 出 , 若 场 函数 为 实 函 数 或 纯 虚 函数 时 , 则 电流 密度 向 量 和 电 
荷 密度 皆 为 零 ( 几 一 0) 因此 ， 实 函数 场 或 纯 虚 的 函数 场 只 能 描述 
中 性 基本 粒子 ,而 复数 场 才能 描述 带电 粒子 。 我 们 指出 ,， 轻 子 的 场 
函数 或 重子 的 场 函 数 的 拉 压 函数 对 第 一 类 规范 〈 位 相 变换 ) 的 不 
变性 ， 对 应 着 轻 子 数 或 重子 数 守 恒 ， 因 此 ， 上 述 方法 可 用 来 讨论 
粒子 数 守恒 和 其 它 荷 守 恒 。 电 荷 守 便 只 是 一 个 特例 。 
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第 四 章 场 量子 化 概述 


在 这 一 章 ,我 们 简 述 场 量子 化 的 概念 和 妨 方 法 ,为 以 后 几 章 
讨论 各 种 自由 场 的 量子 化 打下 基础 . 


§ 4.1 ' 场 量子 化 的 物理 基础 


: 首先 ,物质 的 波 -- 粒 二 象 性 ,已 为 大 量 事实 所 证 实 。 例 如 光电 
效应 和 Compton 散射 到 明 电 磁场 除 具 有 波动 性 外 ,还 具有 粒子 性 ; 
电子 入射 的 戴 维 孙 一 革 末 实验 表明 电子 除 有 粒子 性 外 ,还 具有 流 
动 性 。 但 是 以 往 的 理论 ,无 论 是 相对 论 电 磁场 理论 ,还 是 量子 力学 
的 电子 理论 都 无 法 把 物质 的 这 种 波 一 粒 二 象 性 统一 起 来 描述 。 

其 次 ,大 量 高 能 物理 实验 已 经 证 实 粒子 之 间 相 互 转化 的 存在 。 
也 就 是 说 ,所 研究 的 粒子 体系 ,粒子 的 数目 是 经 常 改变 的 。Dirac 的 
相对 论 基 子 力学 也 只 能 处 理 粒子 数 保持 不 变 的 体系 ,而 处 能 反映 
粒子 的 产生 和 潭 灭 的 基本 物理 过 程 。 即 使 是 原子 的 自动 发 光 或 者 
粒子 自动 衰变 这 样 简单 的 物理 过 程 ,量子 力学 也 无 能 为 力 。 场 量子 
化 之 后 ,就 能 自动 地 描述 粒子 的 产生 和 漂 灭 。 

第 三 ,无 论 是 场 还 是 粒子 ， 其 物理 量 都 是 通过 相互 作用 来 观测 
的 ， 例如 电磁 场 的 强度 是 送 过 闪电 科 子 的 动量 改变 来 观测 。 我 们 已 
经 知道 电子 的 动量 和 位 置 满足 测 不 准 关系 ,并 且 电 子 和 电磁 场 相 
互 作用 时 其 总 动量 守恒 。 因 此 ,为 保持 理论 内 部 的 协调 ,电磁 场 的 
动量 能 量 和 空间 位 置 也 应 存在 测 不 准 关 系 ,以 致 场 强 之 局 也 存在 
测 不 准 关系 。 其 它 场 也 应 满足 相应 的 测 不 准 关系 。 这 已 得 到 实验 
支持 。 只 有 量子 化 的 场 才能 反映 场 的 测 不 准 关系 。 

综 上 所 述 ,无论 是 波 场 还 是 粒子 ,都 应 该 用 量子 化 的 场 来 描 
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过 ,才能 正确 反映 客观 事实 。 
34.2 二 次 量子 化 


通常 ,人 们 认为 量子 力学 统一 了 波 和 粒子 的 二 象 性 其实, 对 
实物 粒子 (如 电子 ) 和 光 来 说 ,两 种 统一 方式 是 不 同 的 .对 实物 粒子 
是 用 波 函 数 ?来 描述 它 的 态 ,所 谓 波 动 性 就 是 粒子 几率 分 布 上 的 
波动 性 (# 是 几率 波 函 数 ); 而 对 光波 来 说 , 它 的 波动 性 就 是 光波 的 
连续 传播 性 ,而 它 的 粒子 性 也 只 是 能 量 的 不 连续 性 。 因 此 ,在 量子 
力学 里 ,还 没有 真正 把 实物 粒子 和 光波 进行 统一 的 描述 。 在 1927 
一 1928 年 间 , 约旦 一 克 来 因 (Jordan1927) 和 约旦 一 维 格 纳 (Jor- 
dan1928) 先 后 创立 了 芍 色 子 和 费 米 子 的 二 次 量子 化 方法 ,使 得 实 
物 粒子 也 可 用 算 符 多 来 描述 ,消除 了 以 上 两 种 不 同 的 描述 方式 ， 
使 场 和 粒子 的 对 比 进一步 密切 起 来 。 二 次 量子 化 方法 是 研究 全 同 
粒子 组 成 的 多 粒子 体系 的 一 种 常用 方法 ,这 种 方法 的 要 点 是 用 处 
在 一 个 状态 中 粒子 数目 来 描写 体系 的 状态 ,也 就 是 把 多 粒子 体系 
的 问题 由 原来 的 表象 (如 坐标 表象 或 能 量 表象 ) 变 换 到 粒子 数 表象 
中 去 讨论 。 因 此 ,所 谓 二 次 量子 化 方法 ,并 不 意味 着 客体 存在 新 的 
第 二 次 量子 效应 ,而 只 是 一 种 表象 变换 方法 .关于 二 次 量子 化 方法 
在 一 般 的 量子 力学 书 中 有 讨论 。 这 里 ,我 们 着 重 指出 ,上 述 的 二 次 
县 子 化 方法 的 结果 ,也 可 以 用 下 述 方法 来 实现 :把 单 粒子 的 薛 定 格 
方程 中 的 波 函 数 不 看 成 是 几率 波 ,而 看 成 是 类 似 于 电磁 场 的 一 种 
古典 场 , 并 把 它 按照 力学 量 的 完全 集合 的 本 征 函数 展开 : 

3%(z) 一 > ,asys(z) (4.2—1) 
由 于 (zj 本 身 是 一 个 复数 , 故 上 式 右边 不 再 加 复数 共 斩 项 。 现 在 
我 们 把 & 不 再 看 成 是 普通 的 数 ,而 是 满足 一 定 的 对 易 关 系 的 算 
符 。 - 
1. 玻 色 子 量子 化 
对 玻 色 子 用 对 易 关系 的 量子 化 条 件 , 即 
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[aor] 一 各 

[eay] 一 [oo]=0 
为 了 简单 ,我 们 只 讨论 一 个 固定 上 的 态 (以 下 同 ), 这 时 (4. 2 一 2)? 变 
成 


《4 2 一 2) 


[oarj=1 ,Lea] = [ee*]=0 
引进 粒子 占有 数 算 符 N=a*a,W 的 本 征 值 *=0,1,2,.…. 等 正 整 
数 ， 并 写成 对 角 和 矩阵 


0 0 0 
由 
N 一 |0 0 2 (4.2 一 3) 
在 这 个 表象 中 a“ 和 a 可 表示 为 
0 
a 二 
(4.2 一 4) 


下 面 ,我 们 解释 NN.a 和 和 a* 的 物理 意义 。 以 1 二 表示 算 符 N 的 
本 征 态 , 则 
Na 二 一 alN > 二 (4.2 一 5) 
故 N 可 解释 为 粒子 数 算 符 。 以 a” 代表 行 的 数目 ,a 代表 列 的 数目 
(st 和 都 从 0 开始 ), 由 (4. 2 一 4) 式 可 写 出 矩阵 元 
a lals>=a, = VE. | 
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=V < la 一 1> 
< 一 oz 一 Vit Tbv si (4 2 一 6) 
一 wa 十 TI<w la 十 1 > 
上 式 最 后 一 步 用 了 态 的 正 交 性 质 。 对 比 上 式 两 边 ,立即 得 到 
ala>= Vals—1>, als>= Vii+1li+1> 


(4.2— 7) 
并 且 有 
NIa>=a’als>= Vaa'ls—1>=al> 
(4.2— 8) 
可 证 
Naln>= Ga 一 Dals>, Na*ls>= (+ Da'ls> 
(4.2— 9) 


可 见 ela) 和 a*1x) 分 别 为 (+ 一 1) 和 (十) 个 粒子 的 本 征 态 。 所 以 
称 。 为 消灭 一 个 粒子 算 符 ,a* 为 产生 一 个 粒子 的 算 符 。 
从 上 面 可 以 看 到 ,对 玻 色 子 ,*=0、1、2… 表 示 同 一 态 的 粒子 数 
没有 限制 ,量子 化 条 件 可 用 对 易 关 系 式 描述 。 
2. 费 米 子 量子 化 
按照 Pauli 不 相 容 原理 ,对 费 米 子 , 同 一 量子 态 的 粒子 数 只 能 
为 0 或 1, 所 以 不 能 用 上 述 对 易 关 系 做 为 量子 化 条 件 。 约旦 和 维 格 
纳 建 议 对 费 米 子 的 量子 化 条 件 改 用 反对 易 关 系 : 
[oa ]+= ay + oro = bw 
[aov]+= [ar sa? J+= 0 } 
可 以 证 明 上 述 反 易 关 系 满足 泡 里 原理 。 因 为 由 上 式 


RM = (@? a)? = of mar a 


(4.2 一 10) 


=@ (1 aan 一 oo 一 人 
由 此 得 本 征 值 的 代数 方程 
到 一 了 r 
这 个 方程 的 根 为 nm 一 1 或 0, 即 处 在 态 的 粒子 数 只 为 1 或 0 个 ， 
服从 泡 里 原理 。 
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现在 我 们 写 出 和 Nar ,aa 的 显示 式 , 并 说 明 它 们 的 意义 。 次 简 
便 我 们 只 考虑 一 个 固定 的 * 态 ,因而 略 去 下 标 * 不 写 ,我 们 有 : 


aa 十 aa 一 1 


az 一 a2 一 0 | (4.2— 11) 
N= a’a 
因为 N 的 本 征 值 为 0 和 1, 故 可 写成 对 角 和 矩阵 
0 0 
»=| ,| (4.2— 12) 
由 于 a 和 a* 要 满足 (4.2 一 10X《4. 2 一 11), 故 可 写成 
| 
a= ， 4。， 一 (4. 2 -- 13) 
0 0 1 0 


又 因 W 的 本 征 值 只 有 0 和 和 1, 故 瑞 个 可 能 的 本 征 矢 可 记 为 10) 各 | 
1), 而 NN 作用 于 10) 的 本 征 值 为 0, 作用 |1) 的 本 征 值 为 1, 故 可 将 | 
0) 和 11) 表 示 为 


1 
o>= | 3 1>-| (4.2 — 14) 


中 
0 1| 
由 上 两 式 可 得 
als>=n|1 一 »> i 
al 一 (1 一 a)|11 一 2 过 
可 见 s* 和 。 仍 起 着 产生 和 消灭 算 符 的 作用 。 
由 于 4 和 a* 是 算 符 , 故 % 和 久 也 是 算 符 。 利 用 (4. 2 一 1) 可 将 
对 易 关 系 (4. 2 一 2) 和 (4. 2 一 10) 改 写成 : 上 


=0,1) (4.2 一 15) 


[%(z),%"(z' )] = 6(z— 7) } 
eS (4.2 一 16) 
六 [yz) ,yz )] = [yp"(z),p* lz ) 1=0 
[»C2),%° Cz’ )]+= 6(z — 7') } 
(4.2— 17) 
费 米 了 [%(z),%(z' )] + 一 [¥" 2),p° (z' 7)] + 一 0 


因为 %(z) 原 来 是 经 历 了 一 次 量子 化 之 后 的 波 函数 ,现在 又 把 
它 看 成 算 符 ,就 是 第 二 次 量子 化 ,这 是 二 次 量子 化 名 称 的 来 由 。 正 
如 前 面 所 指出 的 ,这 样 做 是 等 效 于 表象 变换 , 绝 不 是 表明 客观 上 存 
在 二 次 量子 效应 。 
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3. 物质 场 的 量子 化 
在 第 二 章 ,我 们 曾经 把 非 相对 论 量子 力学 推广 到 相对 论 领 域 
得 到 描述 实物 粒子 的 克 来 因 一 总 登 方程 和 狄 拉克 方程 .当时 ,我 们 
保留 了 波 函 数 p( 或 办 的 几率 解释 ,因而 导致 和 几率 和 负 能 量 的 
困难 .产生 上 述 困难 的 原因 是 :在 量子 力学 中 关于 波 函 数 的 几率 解 
释 是 以 几率 守重 为 条 件 的 ,而 几率 守恒 的 物理 实质 是 粒子 数 守恒 。 
但 在 高 速 相对 论 情况 下 ,粒子 数目 是 不 守恒 的 ,这 一 矛盾 是 产生 困 
难 的 根本 原因 。 因 此 ,我 们 在 相对 论 的 情况 下 ,应 将 波 函 数 的 几率 
意义 进行 改革 。 我 们 把 Klein 一 Gorden 方程 和 Dirac 方 程 
(入 一 m29 一 0 
(9+ myp=0 
不 看 成 是 单 粒子 的 运动 方程 ,而 看 成 是 和 Maxwell 方程 3#A 一 0 相 
当 的 古典 场 方程 ,并 技 照 二 次 量子 化 方法 进行 量子 化 ,把 9 和 
分 别 看 成 场 算 符 ,并 根据 粒子 所 遵从 的 统计 法 则 ,引进 量子 化 条 件 
(对 发 色 子 引进 对 易 关 系 对 费 米子 引进 反对 易 关 系 ) 这 就 是 对 物质 
场 进行 量子 化 。 对 电磁 场 A 也 是 采用 同样 的 量子 化 方法 ,这 样 不 


(4.2 一 18) 


但 不 存在 上 述 困难 ,而 且 使 实物 粒子 和 光子 完全 处 于 同等 地 位 .也 ，- 


就 是 说 , 量 闻 场 的 概念 把 光 和 实物 , 波 和 粒子 的 对 立 完 全 统一 起 
来 。 我 们 看 到 , 当 我 们 解决 了 场 和 实物 的 对 立 之 后 ,就 遇 到 一 个 新 
的 对 立 ,也 就 是 两 种 统计 法 则 的 对 立 ,解决 这 一 对 立 将 会 使 我 们 对 、 
物质 结构 的 认识 深入 一 步 。 


§ 4.3 场 量子 化 的 正则 形式 


关于 量子 场 论 的 建立 方式 ,通常 采用 拉 氏 形式 或 哈密 顿 正则 
形式 。 拉 氏 形 式 比较 直接 而 又 有 相对 论 不 变性 的 优点 ;而 正则 形 
式 ,由 于 时 间 t 独立 出 来 ,使 得 和 空间 坐标 x 处 于 不 对 称 的 位 置 ， 
故 不 很 适宜 于 相对 性 量子 场 论 ,但 正则 形式 可 以 和 量子 力学 的 正则 
形式 相对 比 , 容 易 掌 握 它 的 具体 内 容 ,因此 我 们 将 采用 这 种 形式 。 
1. 古 典 质点 力学 和 量子 力学 的 正则 形式 
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在 研究 如 何 将 场 量 子 化 的 时 候 , 人 们 自然 会 想到 ,如 何 将 古典 
力学 过 渡 到 量子 力学 的 方法 加 以 扩充 ,然后 用 到 场 的 量子 化 问题 
上 去 。 海 森 堡 发 现 的 从 古典 力学 过 渡 到 量子 力学 的 量子 化 方法 如 
下 : 

(1) 首 先 将 古典 力学 纳入 正则 形式 

在 分 析 力学 里 ,有 = 个 自由 度 的 弧 立 系 或 保守 系 的 拉 格 朗 日 
函数 L 不 是 时 间 t 的 显 函 数 , 因 运 动 方 程 最 高 为 二 次 微 商 , 故 假设 
L 与 广义 坐标 4 的 高 次 微 商 无 关 , 即 

了 (gj9) = 了 (glg1，g292…9g.9.) (4.3— 1) 


应 用 变 分 原理 ， 
i 1 
61 =6| Lg,9)d = 0 . 
i Hi | (4.3— 2) 
iD) = oq;(4) = 0 
可 导出 拉 格 朗 日 (Lagrange) 运 动 方程 
a .3L、_ 3L 、 
Cr j= 1,2,°n (4.3— 3) 
_aL 四 
令 有 一 开 (4.3 一 4) 


为 广义 坐标 gj 的 共 轿 动量 (正则 动量 ) ,并且 定义 质点 系 的 哈密 顿 
《Hamiltion) 函数 为 


Hg;) = D7 — LI (4.3— 5) 
了 
由 拉 氏 方程 (4.3 一 3) 和 右 的 定义 (4.3 一 5) 可 推 得 正则 运动 方程 。 
。 a 和 
= 总 坟 一 一 狐 (4.3— 6) 
推导 如 下 : 
由 (4. 3 一 1) 和 (4. 3 一 5) 得 
人) = i+ 加 (总 a), 
人 = ni, — ), 


利用 上 式 和 (4. 3 一 4),(4. 3 一 3) 得 
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(至 )) = 一 ( 芋 


a Ei 


类 似 地 有 


香 ), 三 全 十 pC, 人 ‘0, 一 和 


车 有 一 力学 量 F (gz,) 它 不 是 时 间 4 的 显 函数 ， 利用 正则 方程 可 推 
得 
Flg,p) = + 3 人 过 芭 一 和 对 (4.3 一 7) 
上 式 右 边 的 求 和 项 可 用 泊 松 括号 {五 ,R} 来 表示 , 即 
F= {H,PF} (4.3— 8) 
显然 H 二 0(H 是 系统 的 能 量 ) ,表示 系统 的 能 量 守恒 。 
(2) 从 古典 力学 的 正则 形式 过 渡 到 量子 力学 
把 实数 的 力学 量 都 用 相应 的 厄 米 算 符 代表 ,并 令 共 思 正 则 变 
量 服从 如 下 对 易 关 系 : 


[oz7] = i6;y 
4.3 一 9 
[oo ] = [ppy ] 一 中 2 
利用 上 式 可 证 : 
[gi,p] = ing-! = 有 
[Fi,9:] 一 一 nF! 一 一 : 代 
一 般 地 有 
Ns [ACp,9) ,PJ -这 
[4(p,9) ,go] 一 一 谋 
令 4= 有 五 则 有 
[H,m] 一 一 加 [四 = 型 (4.3 一 10) 


将 经 典 正则 方程 中 的 量 看 成 算 符 ,得 量子 正则 方程 
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加 8 
= 3 n= (4. 3 一 -11) 


联合 上 面 两 式 得 正则 形式 的 量子 运动 方程 
g = i[H,g,] Pp = i[H,p] (4.3 一 12) 
对 任意 的 不 显 含 时 间 的 物理 量 (zi), 可 由 上 式 推出 其 量子 
运动 方程 为 : 
F =iH,rF] (4.3 一 13) 
若 [已 , 疏 一 0 则 2 为 穿 恒 量 , 这 是 海 森 堡 表象 中 守重 定律 的 表示 
式 。 显然, 哈密 顿 算 符 五 (系统 的 能 量 算 符 ) 是 一 个 守恒 基 。 
2. 古 典 场 的 正则 形式 
前 面 我 们 已 经 看 到 ,由 = 个 场 量 
pz) 0 = 1,2°n 
描写 的 场 ,其 拉 格 朗 日 密度 为 
po, po) (4.3— 14) 
场 的 拉 格 朗 日 运动 方程 为 


9 ax )- 二 
EMEXEF DY 0 (4.3— 15) 


其 中 可 以 代表 一 种 场 的 一 个 分 量 ,例如 电磁 场 4(z) 有 4 个 分 
量 ; 也 可 表示 不 同 种 类 的 场 , 宝 是 加 和 ax 国生 下 二 有 
场 不 但 随 ! 连续 变化 ,而且 随 > 连续 变化 。 

以 上 是 古典 场 的 拉 氏 形式 。 我 们 注意 到 , 场 的 拉 氏 形式 的 运动 
方程 (4. 3 一 15) 与 质点 力学 的 拉 格 朗 日 方程 (4. 3 一 3) 不 完全 相似 。 
为 了 使 场 和 质点 更 加 类 似 ,以 便 仿 照 质 点 力学 量子 化 的 方法 进行 
场 的 量子 化 ,我 们 讨论 场 的 哈密 顿 正 则 形式 。 首 先 ,我 们 注意 到 场 
变量 加 (z) 与 质点 系 的 广义 坐标 q(t) 是 有 区 别 的 ,前 者 是 空间 坐 
标 和 时 间 坐 标的 函数 ,后 者 只 是 时 间 的 函数 。 但 是 ,如 果 我 们 将 加 
(z) 中 的 空间 连续 变量 x 与 质点 系 的 广义 坐标 %(t) 的 分 裂 指 标 相 
对 应 ,那么 和 %(z) 和 9i(O 相 似 。 因 而 可 把 场 看 成 是 具有 无 穷 多 个 自 
由 度 的 质点 系 .为 使 这 种 类 似 性 更 进一步 ,我们 将 场 分 成 无 数 个 小 
元 格 4o, 第 s 个 小 元 格 的 体积 为 4 wo ,在 这 个 小 元 格 中 ,时 间 为 
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+ 时 的 各 .at 的 平均 值 分 别 用 W? 和 3,5? 来 表示 , 则 场 的 拉 格 朗 
日 为 


Ls 也 do 人 
L® = 工 (80192992 7 


为 过 滤 到 场 的 正则 形式 ,我 们 先 定义 和 场 变量 $ (7) 共 轿 的 


正则 动量 密度 为 
Au(z) 一 其 (4.3 — 16) 
令 在 第 s 个 小 元 格 中 7 的 平均 值 为 x?, 则 re 的 共 示 正 则 动量 为 
p10 = #400 


类 似 质 点 力学 的 哈密 顿 瑟 =Z2pgj 一 ,我 们 得 到 场 的 哈密 顿 为 
| > PIP 一 工 一 2 (ro2840 一 LO) 40 
[ea [ey 


令 4o9 一 0, 则 上 式 过 滤 到 连续 的 极限 情况 ,此 时 场 的 哈密 顿 可 表 
示 成 体积 分 


a = [eas (4.3 一 17) 


其 中 = (4.3 一 18) 
称 为 场 的 哈密 顿 密度 ,借助 (4. 3 一 16) 式 可 将 经 中 的 加 消去 , 故 
哟 可 视 为 和 Y 和 和 m 的 函数 ， 

C= EN Ths) 
引进 场 的 哈密 顿 政 后 ,可 以 求 得 场 的 正则 方程 
a 
37 


pp = 


2 a (4.3— 19) 
Eve 
上 式 和 质点 力学 的 正则 方程 相似 ,是 古典 场 的 正则 运动 方程 。 

3. 场 量子 化 的 正则 形式 

从 上 面 可 以 明显 看 出 , 场 的 小 元 格 中 的 平均 值 ?和 ?9 与 


* 参考 ， 朱 洪 元 和 量 于 场 论 ”科学 出 版 村 1960. P.22 
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质点 力学 的 广义 坐标 % 和 动量 p; 相 类 似 , 因 此 ,可 以 把 质点 力学 
的 量子 化 方法 推广 到 场 的 量子 化 中 去 。 仿 质点 力学 的 量子 化 方法 ， 
我 们 将 古典 场 量 ?和 z9 认 为 是 算 符 , 并 令 这 些 算 符 遵守 量子 
力学 中 的 对 易 关 系 , 即 : 

[¥ ,78°] = i6w dsr 

[yy ,= C2 ,29 = 让 
当 小 元 格 是 无 限 小 时 ,上 面 的 对 易 关 系 可 过 滤 为 用 加 及 王 来 表 
示 ( 同 时 间 的 对 易 关 系 ) 


{4.3 一 20) 


[pe Cz,6) ,me (z 6)] 一 tb(zz ) 
[$Cz56) ,po C2 0] = [relzst) ,ne 7’ ,)] = | 
(4.3 一 21) 
上 面 的 记号 


6. 
6(zyz' ) 三 m5 


当 z 和 在 同一 小 元 格 内 , 则 6 =1, 否 则 ,6w 二 0, 故 当 小 元 格 的 
体积 Av 外 一 0 的 极限 时 ,5(z,z' ) 可 用 三 维 的 狄 拉克 函数 6(z 一 z' ) 


来 代替 ,于 是 场 量子 化 遵循 如 下 对 易 关系 
[C26) ,pe Cz’ .Lt)] = iboerdlz — 2 ) } 
[$6) ,po (2 ,0)] = [ro(zyt) re (x' 0] 一 0 
(4.3 — 22) 
场 的 哈密 顿 算 符 为 
A A (4.3 — 23) 
C= 和 nh 


类 似 质 点 力学 (4. 3 一 11) 和 (4. 3 一 12) 式 ,我 们 得 量子 场 的 海 森 堡 
运动 方程 . 
时 二 i[H,$]， =iH ,mJ] (4.3— 24) 
和 POY¥s ,1s) =: i[H, FP] (4.3 一 25) 
如 果 将 妃 和 有 均 宕 示 为 交 和 和 的 函数 ,网上 式 的 对 易 括号 可 以 
藉 助 对 易 关 系 (4. 3 一 22) 算 出 .所 以 ,对 易 关 系 (4. 3 一 20) 和 量子 运 
84 


动 方程 (4. 3 一 24) 可 作为 场 量子 化 的 基本 方程 。 但 应 注意 ,对 易 关 
系 (4. 3 一 22) 只 是 对 玻 色 粒 子 场 才 是 正确 的 ,对 费 米粒 子 场 必须 改 
成 反对 易 关 系 。 
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第 五 章 ”标量 场 量子 化 


各 种 基本 粒子 具有 一 系列 基本 性 质 ,如 质量 ,电荷 、 自 旋 、 字 称 
等 等 。 就 自 施 而 论 ,目前 所 发 现 的 基本 粒子 可 分 为 三 类 ,第 一 类 是 
自 旋 为 堆 的 基本 粒子 ,如 = 介子, 乓 介子 等 ;第 二 类 是 自 旋 为 志 的 
基本 粒 于 ,如 轻 子 和 重子 ,我 们 又 称 为 费 米子 ;第 三 类 是 自 旋 为 1 
的 基本 粒子 ,如 光子 .中间 臻 色 子 .从 理论 上 的 数学 形式 来 看 ,对 自 
旋 为 零 的 粒子 ,可 以 用 只 有 一 个 分 量 的 标量 场 来 描写 * 对 自 旋 不 为 
零 的 粒子 ,它们 还 有 一 个 自 旋 自由 度 ,因此 不 能 用 只 具有 一 个 分 量 
的 标量 场 来 描写 。 对 自 旋 为 1 的 粒子 ,应 用 矢量 场 来 描写 , 自 旋 为 


总 的 粒子 ,应 用 旋 量 场 来 描写 ,实践 上 也 证 实 了 这 一 点 。 


严格 来 说 ,描写 自 旋 为 零 的 粒子 应 用 标量 场 或 厦 标 量 场 来 描 
述 。 如 果 在 字 称 变换 (坐标 反射 变换 ) 下 场 的 宇 称 不 变 , 即 p>p, 这 
种 场 是 标量 场 ; 反 之 ,wp 一 9, 这 种 场 是 厢 标 量 场 。 但 粒子 场 的 字 
称 性 质 只 在 与 其 它 场 相互 作用 时 才 体 现 出 来 ,所 以 本 章 讨 论 自由 
场 的 情况 下 ,不 区 别 虱 标 量 场 和 标量 场 。 

从 粒子 的 电荷 来 说 ,介子 又 有 带电 与 不 带 之 分 ,不 带电 的 介子 
用 实 标量 场 来 描写 ,带电 的 介子 则 需 用 复 标量 场 来 描写 ,本 章 先 讨 
论 不 带电 的 中 性 介子 场 , 即 实 标量 场 ,然后 讨论 复 标量 场 。 

尽管 任何 粒子 (或 场 ) 都 必须 通过 相互 作用 才能 显示 其 存在 ， 
不 参与 相互 作用 的 粒子 是 不 可 想像 的 .但 在 一 定 条 件 下 ,粒子 的 运 
动 状 态 可 以 近似 地 看 成 是 “自由 ”的 .为 了 理论 研究 的 方便 ,我 们 先 
研究 抽象 化 的 “自由 粒子 ”自由 场 ) 的 量子 化 特性 ,然后 再 研究 各 
类 粒子 之 间 相 互 作用 。 
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8 5.1 。 实 标量 场 量子 化 


1, 经 典 场 
实 标量 场 wz) 应 满足 的 自由 场 方程 是 克 来 因 一 姜 登 方程 
( 严 一 m2)9(z) 一 0 (5.1 一 1) 
其 中 四 是 场 相应 的 粒子 的 质量 。 


对 一 个 场 系统 必 存 在 一 个 拉 氏 量 工 和 相应 的 拉 氏 量 密度 入。 
由 第 三 章 可 知 , 它 应 满足 如 下 普遍 的 拉 氏 运动 方程 ; 


a as \ 国 
爱 - al 二 5)- 0 (5.1— 2) 

考虑 到 场 方程 (5. 1 一 1) 是 对 时 空 的 二 阶 偏 微分 方程 ,选取 
=— 0p ap + mp) (5.1— 3) 


到 把 上 述 的 拉 氏 量 se 代入 拉 氏 运动 方程 (5. 1 一 2), 订 以 得 到 场 方 
程 (5. 1 一 1) ,说 明 选 择 的 人 是 合理 的 。 


于 是 场 的 正则 共 轿 动量 
a _ 99 本 
开 到 ES = (Bi 4) 
哈密 顿 密度 为 : 
=r 
= 二 十 Yo Vp+ mp) (5.1— 5) 


在 经 中 系数 方 是 为 了 使 场 的 物理 量 得 到 合适 的 归 一 化 而 引入 ， 


其 中 负 号 是 为 了 使 场 的 能 量 密度 2 为 正 值 (上 式 的 Et 为 正 
值 )。 
于 是 场 的 能 量 是 (以 么 代入 得 ): 


H= [Es = [os 一 Dds 
= [a + Vp: Vo+ mop)dz 《5.1 一 6) 
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上 式 也 可 由 普遍 的 能 量 公式 得 到 .在 第 三 章 有 
EA 


T= 8, — 时 je (5.1—7) 
于 是 
EA 4 
场 的 能 量 
H= -pas = fe 
一 下 十 Vop.Vop 十 mzp2)dz 
下 面 求 场 的 动量 。 由 (5. 1 一 7?7) 有 
2 一 一 i 名 欧 一 - i 站 
P;=— iT 一 一 [= Ba 
所 以 场 的 动量 是 
p=- [ve (5.1 一 8) 
2. 场 的 量子 化 


按照 8 4.4 所 述 ,对 场 进行 量子 化 的 方法 是 : 令 场 量 p(z) 和 
它 的 共 罗 动 量 x(z) 都 是 厄 米 算 符 , 当 二 者 的 时 间 t=t' 时 ,它们 服 
从 如 下 的 对 易 关 系 : 
[p(xst) ,n(x ,D] = 6(x-x’ ) 
[p(x,0) ,px ,0 = [n(x,t) ,r(x,t)] = 0 
场 算 符 g 和 7 的 Heisenberg 运动 方程 是 
gz) = iH,9], a#(z)=iH,x] (5.1—'10) 
式 中 Hamilton 量 有 由 (5.1 一 6) 式 中 各 量变 成 算 符 得 到 , 即 
= |= + Vp Vp+ m7)dy 


场 的 动量 算 符 
88 


}s1-9 


P= |rVediz (5.1— 12) 
将 (5.1 一 11) 代 入 (5.1 一 10) ,利用 (5. 1 一 9) 对 易 关 系 得 到 


9 一 T z= 〈V: 一 mp 
由 上 式 得 到 
p=#= (Vi— mp 
即 (FB— mp=0 
由 此 得 到 与 Klein 一 Gordon 方程 相似 的 算 符 方程 。 可 见 , 只 需 将 场 
变量 理解 为 场 算 符 , 即 可 由 经 典 场 方程 解 出 量子 场 的 算 符 。 
对 任 一 物理 量 算 符 RC(p,z) ,满足 运动 方程 

P= i[H,F] 
当 P= 五 时 =i[H,H]==0, 即 能 量 守 恒 。 还 可 证 明 场 的 动量 算 符 
和 能 量 算 符 是 对 易 的 。 证明 如 下 :由 (5. 1 一 12) 和 (5. 1 一 9) 有 


[P,p(o] = 一 fa [re YT' pl ),pGD]- 
一 一 feetre ),w(z)]V“p(z ee 


= 和 ae 一 ”Ver rr 
=iV9(z) 


即 Vo9(z) =— i[P,9(z)] (5.1— 13) 
又 [P,za]=- fa [re ) V9 Jr] 


= 一 [eeee ) Tig ),rGz)] 


= 一 让 efre ve 一 -= 到) 
即 Vr(z) 一 一 iLP,r(z)] (5.1— 14) 
一 般 地 有 
Vr(g,7) =— ifP,F] (5.1— 15) 
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表明 场 的 任何 物理 量 算 符 ,在 空间 的 变化 也 由 场 的 总 动量 决定 .上 
式 可 推广 至 四 维 动量 算 符 ,得 


ao =— iLP,,F] (5.1— 16) 
由 P,=— ia= 
有 [Pi,P,] =— ildsz’ [Pi,Tm lz’ )]-y 


= er To 


当 p=4 时 ,有 
[P,H]=0 
由 于 了 和 妃 可 以 对 易 , 故 有 共同 本 征 值 ,本 征 方程 为 
P,la>= Kela> (5.1 一 17) 
对 易 关 系 (5. 1 一 9) ,Heisenberg 运动 方程 (5. 1 一 10) 和 上 式 构 
成 了 场 量子 化 的 理论 基础 。 
3. 场 的 粒子 性 


为 了 明显 看 出 场 的 粒子 性 ,我 们 将 场 的 运动 分 解 为 方程 (5. 1 
一 1) 的 本 征 振动 ,而 最 简单 的 本 征 振动 是 平面 波 振动 。 为 此 ,假定 
场 在 一 个 边 长 为 的 立方 形 空间 的 边界 上 有 周期 性 , 即 
p(x0) = p(x + Li,t) = p(x + Li,0) 
= p(x Lk,t) 
令 gp(z) = A(k ,tl)er™ (5. 1 一 8) 
由 周期 性 边界 条 件 要 求 
k= i 十 zzj 十 nsk) Riyazas 一 0 士 1 士 2… 
《5.1 一 19) 
如 的 最 低 差 值 4u=1, 于 是 
sk = hn (= 1,2,3) 


2 
(EY 274ndnodms = Dsus 


当 L>oo 时 ,=v-*o0, 故 有 
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(5.1 20) 
这 是 一 个 从 分 立 求 和 过 渡 到 连续 积分 的 重要 表示 .为 简便 计 , 令 立 
方 体 边 长 1 个 单位 ,可 将 场 p 及 其 共 固 动量 密度 做 健 里 叶 展 开 


9(z) = DalDer= | 
. (5.1— 21) 
x(z) 一 On 


其 中 4 和 代表 振幅 ,量子 化 后 代表 算 符 。 由 于 p* 二 9 为 实数 ， 
对 应 厄 米 算 符 ,由 上 式 可 得 
De = De x= Da 
所 以 
9 一 一 ge 
同 理 
P= = 
注意 到 周期 性 条 件 包 = 2zu 有， 
J a 二 v6! 令 v 二 1, 则 由 (5.1 一 21) 
可 得 
i ap lesen, [eercoe] (5.1 — 22) 
利用 对 易 关 系 (5. 1 一 9) 可 得 


[gu pe] = xie } 


(5.1 一 23) 
[qq] = [pwpe] 一 0 _ 


其 中 
Bw = Gay py rs 
下 面 计算 场 的 哈密 顿 。 由 (5. 1 一 11) (注意 到 其 中 的 p(z) 和 天 
(《z) 都 是 算 子 ) 
人 "Re 站 2 3 
#= [ee = He + To ve+ meplds 
(5.1 一 24) 
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先 计算 最 后 一 个 积分 。 应 用 (5. 1 一 22) 可 得 : 
me =| 2 De ae dz 
i 5 Da = De- 


= Pag 
类 似 地 计算 其 它 两 个 积分 ， 
[ea = Dar 


[ve 。Vepdsz =— Dj gag ete sd3z 
2 


一 Degas 
引进 
大 二 MVE 十 县 
则 有 
H= Dp + oar ) (5. 1 — 25) 
上 式 表示 无 穷 多 个 谐振 子 的 哈密 顿 量 。 进 一 步 引进 如 下 变换 


1 
20 


Pt) =—i 人 cr 一 上 em) 


其 中 aae 是 无 量 纲 算 符 , 则 
px) 一 ae” 


q(t) = (ge + or e™) 


(5. 1 — 26) 


a DB —l (ae + areT'e*-")) (5.1 一 27) 
[3 20 


Ax(x,t) = g(x,t) = >» —$i 全 


1 
» {ave't=—% 一 ar e's} (5.1 一 28) 
从 (5. 1 一 26) 解 得 
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a = (Sa 十 i 
7 


人 二 ee 
CO 

利用 上 式 和 (5. 1 一 23) 可 得 

[oar ] 一 Our } 

[ao] = [ooe] 一 0 
把 (5. 1 一 26) 代 入 (5.1 一 25) 得 场 的 总 能 量 

H= DFC + oor on 

利用 对 易 关 系 (5.1 一 89) 上 式 改 写成 : 

= Dat (5.1 一 30) 
上 式 第 二 项 称 为 场 的 零点 能 , 即 粒 子 数 Ns = at os = 0 时 的 真空 情 
态 下 计算 出 来 的 能 量 . 这 一 项 为 无 穷 大 (发 散 ), 这 是 没有 物理 意义 
的 ， 应 该 抛弃 。 这 个 无 穷 大 能 量 之 所 以 出 现 ,是 由 于 直接 采用 已 的 


经 典 表示 式 的 结果 。 如 果 对 玉 中 的 场 算 符 进行 一 定 的 适当 安排 ， 
场 的 零点 能 就 不 再 出 现 。 下 面 我 们 计算 场 的 总 动量 ,由 (5. 1 一 12) 


《5.1 一 29) 


一 一 re 
由 (5.1 一 27) 求 出 Vp 和 (5.1 一 28) 的 x 代入 上 式 得 
P=— > 次 nge 
再 用 (5. 1 一 26) 可 得 
P= Dn ts (5.1— 3 


类 似 的 考虑 可 以 抛 去 习 二 4 的 项 。 


以 上 所 得 到 的 结果 的 物理 意义 是 : 由 %(z) 描写 的 场 是 由 一 个 
一 个 的 粒子 组 成 ,它们 具有 静止 质量 m, 服 从 玻 色 统 计 法 则 ,Ne 一 
asa, 代表 动量 为 的 粒子 的 数目 ,的 作用 在 于 减少 动量 为 的 粒 
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子 的 数目 , 称 为 粒子 的 消灭 算 符 ,而 ia* 的 作用 是 增加 动量 为 的 
粒子 的 数目 , 称 为 粒子 的 产生 算 符 。 

以 后 我 们 常用 到 * 为 连续 的 展 式 . 令 方 箱 的 体积 v 一 co , 则 分 
型 的 & 值 过 滤 到 连续 的 # 值 ,有 如 下 的 过 滤 方 式 : 

利用 Hm ) 一 > bs ex ) 定 义 a 二 ae) 
MihiAshdks = alk)《2x)Y? 为 简便 , 取 ?==1, 则 (5. 1 一 17), (5. 1 一 
28) 式 改写 成 


ds y 
pz) = | 项 [a ww 十 ak)emo< oO] 


(5.1 一 32) 
he [ee ds 人 gree 0 一 ae)eo 9] 
(5. 1 — 33) 
.相应 地 有 对 易 关 系 


[aCk) ,a* Ck’ )] = 6Ck— hk’ ) 
@ [alk)yalk’ )] = [a*(k),a*(k')]=0 (5.1 一 34) 
相应 地 场 的 能 量 、 动 量 为 (路 去 场 的 零点 能 ) : 


H= |dska* (kh)a(k)o(k) 《5.1 — 35) 


P = |dsza* (kh)a(k)k (5.1 — 36) 


其 中 NW(k) 二 a*(k)alk) 是 单位 动量 空间 体积 内 动量 为 的 粒子 数 
算 符 
a* (人 是 单位 动量 空间 体积 内 产生 一 个 动量 为 & 的 粒子 算 符 。 
a( 芭 是 单位 动量 空间 体积 内 淹没 一 个 动量 为 & 的 粒子 算 符 。 
在 时 空 点 zx, 人 ) 产 生 和 漂 没 一 个 粒子 的 算 符 也 是 很 有 意义 而 
且 很 有 用 的 。 现 将 (5. 1 一 32) 式 分 写 为 二 项 之 和 。 
9(z) = gz) + pz) (5.1 一 37) 
显然 
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om(z) = 可 下- 壬 sada(k) (5.1— 38) 


称 为 负 频 部 分 (包含 on 表示 在 > 点 单位 体积 中 淹没 一 个 粒子 
的 算 符 ,而 


pt(z) 一 三 可 和 J (k) (5. 1 一 39) 


称 为 正 频 部 分 (包含 sr) ,表示 在 > 点 ,单位 体积 内 产生 一 个 粒 
子 的 算 符 , 不 过 这 时 产生 或 淹没 的 粒子 的 动量 是 完全 不 确定 的 。 与 
此 相应 ur 各 是 产生 或 潭 没 一 个 动量 为 上 的 粒子 算 符 ,但 在 何 
时 何 处 产生 或 淹没 却 完全 没有 确定 ,这 些 都 反映 了 测 不 准 关系 的 
内 容 。 

4. 协 变形 式 的 对 易 关系 

近代 量子 场 论 获 得 重要 成 就 的 原因 之 一 ,是 由 于 计算 过 程 中 
保持 了 相对 论 不 变性 的 原则 。 但 是 前 面 所 述 的 对 易 关系 (5. 1 一 9》 
只 限于 同一 时 间 算 符 p(x, 志和 (x , 收 之 间 的 对 易 关 系 , (5. 1 一 
9) 的 右边 的 5 函数 只 含 空间 坐标 ,而 左边 却 含有 时 间 和 空间 坐标 ， 
这 个 对 易 关系 中 时 间 和 空间 处 于 不 对 称 地 位 ,因此 并 不 明显 具有 
相对 论 不 变性 ,为 检验 理论 是 否 具有 相对 论 不 变性 ,必须 求 不 同时 
间 的 对 易 关 系 。 

从 上 面 (5. 1 一 37) 一 (5. 1 一 39) 看 到 ,把 p(z) 分 解 成 正 . 负 频 
部 分 后 ,有 

[wc(z)]* = gz) (5.1 一 40) 
利用 对 易 关系 (5. 1 一 34) 容 易 证 明 pcb 和 9(-' 满 足 如 下 对 吻 


关系 (不 同时 间 ): | 
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[gz) ,pc+t)(z' )] = A )J=0 


[9 (2) ,pz )] 一 re | 
一 t+t(z 一 z) 
[gz) ,go )] = -ks 1 {dk oe) 
’ 2027)) bo 
一 2 一 )(z 一 zf ) 
(5.1 一 41) 
其 中 =i = im,ho= wm> 0,kr= kx ko 
4ct)(z) 和 4C)z 定义 为 
-i ds 一 上 fd ae 
22) = zany 一 2 = | 
四 da 
人 = 0 | | | 
(5.1 一 42) 
令 4(z) = 4H(z) + 4™(z) 
1 fds%kez 一 e- 1 fd 四 
CE 三 | 守 页 一 1 hs.1— 43) 
A(z) 函 数 有 如 下 性 质 : 
(1)A(z) 是 奇 函 数 , 即 A(z) 一 一 A( 一 z)。 从 (5. 1 一 43) 式 立即 
可 看 出 这 一 点 。 


《2)A(z) 、.4'tiz) 函 数 对 空间 反射 和 Lorentz 变 换 不 变 , 因 为 可 将 
(5. 1 一 43) 改 写成 
eay 一 er 


1 [a 本 
4(z) 一 es 过 a 《5. 1 45) 
由 上 式 可 见 4(x,t) = 4( 一 x,t) ,另外 ,利用 8 函数 的 性 质 , 由 
6(P 十 m2) 二 6(k? 一 三 十 m2) 一 6 过 一 局 ) = 6( 一 8) 
二 去 [sn 一 mm) + 56Cb 十 o)] 
Oy 


Ee 
引入 阶 实 二 数 0C4) 下 [ = {  ， “了 。 则 有 
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人 (ko)e—2d6C 十 mm) 一 [were 多 


= (eT — er)/20 
所 以 


ewe 一 ea 


4AG) 一 72 zh 


一 多 
= en Ea +m) (5.1— 46) 


上 式 是 Lorentz 不 变 的 ,因为 4 和 4, 嫉 , 刀 ,m? 都 是 标量 . 同 理 可 证 
4 年) (z) 具 有 Lorentz 不 变性 。 
(3)4(z 一 z' )|-* 二 0. (由 (5.1 一 43) 立即 可 见 )(5.1 一 47) 


4AG 一 = ) le 一 一 5(x)( 直 接 微 商 可 得 ) 。 《5.1 一 48) 


(4) 满 足 Klein 一 Gordon 方程 . 即 
( 求 十 m2)4(z 一 m ) 一 0 } 
(B— mss— ws)=0 
(5)4+)(z)=—4™(—z) (5. 1 一 50) 
利用 上 面 结果 可 求 得 不 同时 间 的 对 易 关 系 (注意 p=9")， 
[pz),9° 2] 一 [pz) ,gz )] 
一 [PC+(z) ,pz )] 十 [9 C2) ,pH )] 
=id™)(z —z) +i4 (zz ) 
=i4(z— 7z') (5.1— 51) 
上 式 左 边 g(z)、p(z' ) 是 标量 (或 履 标 量 ), 右 边 4(z 一 x' ?是 
Lorentz 不 变 的 ,所 以 这 是 一 个 协 变形 式 的 对 易 关 系 .其 有 Lorentz 
不 变性 。 
不 难看 出 ,上 述 对 易 关 系 (5. 1 一 51) 包 括 了 同一 时 间 的 对 易 关 
系 (5.1 一 9), 因 为 : 


(5. 1 一 49) 


[rst) ,x 1)] = {Bp Ce) ,pe ) Je 
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= (24s — 2 )) 


一 一 由 (z 一 mr ) 

最 后 ,讨论 不 同时 间 的 对 易 关 系 (5. 1 一 51) 式 的 物理 意义 。 
当 二 # 一 0 时 ,(5.1 一 51) 变 成 
[px,0) ,9 ,9] 一 0 

和 以 前 的 对 易 关 系 一 致 ,按照 量子 力学 ,两 个 可 以 相互 对 易 的 厄 米 
算 符 ,是 可 以 同时 精确 测量 的 ,因此 ,p(x, 刀 和 pCx' , 引 二 个 场 量 
是 可 以 同时 测量 的 ,也 就 是 说 测量 这 两 个 场 量 不 会 互相 干扰 ,从 相 
对 论 的 观点 来 看 ,这 两 个 时 空 点 (x, 包 和 (x' , 乡 之 间 不 可 能 有 任何 
信和 号 联系 。 进一步 可 以 推论 ,不 仅 当 t=w 时 4(z 一 ?7 一 0, 而 且 对 
任何 类 空 矢量 z, 即 当 

=x—t>0 


时 ,4(z ) 也 等 于 零 。 因 为 任何 类 空 矢量 < 都 可 以 通过 适当 的 罗 仑 效 
变换 ,使 得 在 新 坐标 系 中 zo 二 t=0。 所 以 在 光 锥 上 |x|=t 之 处 ,不 
变性 函 A(z) 恒 为 零 。 与 此 相应 , 当 z 与 z” 二 点 为 类 空间 隔 (x 一 
z!')? >>0, 即 二 点 在 光 锥 之 外 ,对 易 关 系 (5. 1 一 51) 必 等 于 零 。 反 之 ， 
如 果 对 易 关 系 (5.1 一 51) 不 等 于 零 , 则 表示 在 z 和 z 点 测量 场 量 
时 彼此 将 发 生 干扰 ,这 时 z 和 z 二 点 为 类 时 间隔 。 因 此 ,对 易 关 系 
(5. 1 一 51) 很 好 地 把 相对 论 理论 和 量子 力学 联系 起 来 。 


§ 5.2 复 标量 场 量子 化 


现在 已 发 现 的 介子 有 开 *、7+、K*K"、K+、p'、pt 等 等 ,它们 有 中 

性 的 ,也 有 带电 的 .相对 论 量子 力学 的 电子 理论 中 提出 子粒 子 和 反 

粒子 的 概念 (et 为 一 对 正 、 反 粒子 ), 人 们 试图 把 这 一 概念 推广 到 

其 它 类 型 的 粒子 ,把 电荷 相等 而 又 反 号 的 同类 粒子 都 看 作 粒 子 和 

反 粒 子 ,如 z+ 一 x-、K+ 一 K-、P 一 P- 等 ,这样 的 粒子 具有 两 个 电 

荷 自由 度 ,假如 要 用 一 个 量子 场 来 描写 粒子 反 粒子 的 性 质 和 运动 
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规律 , 场 变量 必须 由 两 个 独立 变量 组 成 。 
前 面 介绍 过 的 实 标量 场 只 有 一 个 独立 变量 ,不 能 描写 正 负 介 
子 对 的 性 质 和 运动 规律 ,而 一 个 复数 场 则 能 满足 这 一 要 求 。 因 此 ，- 
我 们 用 一 个 复数 场 来 描述 自 旋 为 零 的 荷 电 粒子 ,如 荷 电 介 子 。 
1. 经 典 场 
自 旋 为 零 的 荷 电 粒子 可 用 复数 场 来 描写 ,p(z) 和 和 它 的 共 思 复 
数量 9 (z) 都 是 独立 场 变量 ,分 别 满足 klein 一 Gordon 方程 
(性 一 m2)op(z) 一 0 
(了 一 m2)g"(z) 一 o) (0 
如 果 选 取 拉 氏 密 度 
Y=— (9909+ mp9p) (5.2 一 2) 
则 根据 拉 氏 运动 方程 
a 
E33 
a 
Ezg 


acw 
— 9a)=0 
”9 
2 (5.2 一 3) 
5 
可 导出 (5.2 一 1) 
引进 pp 和 wp* 的 共 二 正 则 动量 和” 


《5.2 一 4) 
六 ao。 
则 场 的 哈密 顿 密度 为 
Et 
= Vp .Vg+ sr+ mop'p (5.2— 5) 
场 的 能 量 
H= [ecu 一 fees + Vo Vop 十 mzp*op)diz 
《5.2 一 :6) 


场 的 动量 
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P=— (ave 十 mV9p")dxz (5.2 一 7) 


由 (3.5 一 9) 
CE A 
» 3(Catp)” -agp") 
=e{9'p— pp} 
所 以 场 的 总 电荷 为 
0= [me 小 ar 四 ee — 9p"p) (5.2-8) 

或 @= zw 一 Agp)dsz (5. 2-8' ) 

2. 场 的 量子 化 


我 们 可 以 应 用 上 一 章 中 所 讲 的 一 般 量子 化 方法 ,对 复数 场 p 
和 p*( 现 在 它们 是 非 厄 米 算 符 ) 进 行 量子 化 ,但 也 可 以 将 复数 场 2 
用 两 个 实数 场 > 和 ps 来 表示 。 引 进 


p= —L-(p — ips) 
MV 


1 . 
”一 ——( 十 ) 
9 - 方 o tpz. 


1 (5. 2-9) 
A(x,t) = 于 + irz) 
n°(x,t) 一 塘 " 一 i72) 


然后 用 实数 场 的 量子 化 方法 进行 量子 化 。 下 面 我 们 采用 后 一 
种 方法 ,这 样 可 以 利用 前 节 实数 场 有 关 的 结果 。 
同时 间 的 对 易 关 系 


[gx xs)] = bro(x— x 》} (5.2 10) 
其 余 各 对 易 子 为 零 ,r 一 1,2 

于 是 有 
[psD) ,n(x 0] = dx — x ) } Es 
[9 x) ,nx ,0D)] = d(x— x ) 
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量子 运动 方程 为 
p=i[H,9], z= i[H,7] 
gp" =iH,g*], ff。 =iH,x°] 
3, 场 的 粒子 性 
像 上 节 一 样 ， Rn 名 A 


pz) 一 {ar(k)e 十 ar (k)e-™) 


} (5.2 一 12) 


Ti 二 
(5.2 一 13) 

对 易 关 系 

[@ Ck) yas (kh' )] = br dk — k' ) (5.2— 14) 

其 余 对 易 子 为 零 。 

、” 今 引进 入 如 下 定义 的 算 符 a(&k) 和 5(k) 


1 
a(k) = [ai(k) 一 ias(k)] 
M2 
1 (5. 2-15) 
b°(k) 一 FE 0) — ia? (k)] 
由 (5. 2 一 9) 和 (5. ee 
pz) 一 i 和 十 b* (k)e =} 
一 9 人 一 中 〈5.2 一 16) 
人 = 了 Ce 十 Ce)es 


一 2"(C+)(z) 十 2)(z) 《5.2 一 17) 
由 (5. 2 一 14) 和 (5. 2 一 15) 可 得 下 面 对 易 关 系 
[aCk),a" Ck’ ] = [5b(k),b* Ck’ )] = 6(kR—k') 
其 余 对 易 子 为 零 
由 (5. 2 一 16) 一 (5. 2 一 18) 可 求 得 协 变形 式 的 对 易 关 系 为 
[gC2) ,9°(z)] =i4(z—z) (5.2 一 19) 
利用 (5. 2 一 6) 可 求 得 场 的 总 能 量 为 


}e 2-18) 
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H= |dsk[a* (k)a(k) + b* (Rbk) J (5.2 一 20) 
利用 (5. 2 一 7) 可 求 得 场 的 总 动量 为 

P= |dskt[fae"(R)aCR) + b* (Ck)bCR) J]R (5.2— 21) 
利用 (5. 2 一 8) 可 求 得 场 的 总 电荷 为 

@= jss[e Ga — 8"(k)b(k)] (5.2— 22) 
上 上 式 的 计算 如 下 :将 (5.2 一 16) 和 (5. 2 一 17) 代 入 Q 的 表示 式 (5. 2 
一 8), 得 


Q = da ps 

Ke" (hye 一 kob(k)e™) + Ca(k’ )ew + b° (Ck)e-Y") 
一 Ca" Ck)e- + blh)e®) « (— ka(k’ )evs 

士 娩 加 (Ce ew®)] 


因 雯 | aee = 5k — WW) 


故 = sare on — b(k)b* (k)] 
应 用 对 易 关 系 (5. 2 一 18) ,上 式 写成 
QQ= eare Gad — b*(k)b(k) — 1] (5.2 一 23) 


略 去 与 物理 意义 不 符 的 零点 电荷 , 即 得 (5. 2 一 22)。 

在 五 .P.@ 的 表示 式 中 ,已 经 把 没有 物理 意义 的 零点 能 量 、 零 
点 动量 和 零点 电荷 抛弃 。 可 以 看 出 :N+ (k) = a* (k)al(k) 是 代表 电 
荷 为 。 的 粒子 数 算 符 ,a* (k) 和 ak) 分 别 表 示 在 单位 动量 空间 体积 

内 产生 和 漂 没 一 个 动量 为 电荷 为 的 粒子 的 算 符 。 
N- (k) = b*《(k)bCk) 是 代表 电荷 为 一 。 的 粒子 数 算 符 ， 
2 CR) 和 bCk) 分 别 代 表单 位 动量 空间 体积 内 产生 和 消灭 动量 为 k、 
电荷 为 一 。 的 粒子 的 算 符 ,这 两 种 粒子 的 静止 质量 都 是 mm 如 果 我 
们 把 带 正 电 。 的 粒子 称 为 粒子 ,而 带 负电 的 粒子 就 称 为 反 粒 子 ( 当 
_ 然 也 可 以 反 过 来 定义 )。 那 么 上 述 N+ 和 N- 也 称 为 正 反 粒子 数 算 
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符 。 

还 可 指出 , (5. 2 一 8) 的 被 积 函数 在 旧 量 子 理论 中 代表 总 几率 ， 
因而 产生 负 几 率 的 困难 .现在 ,在 量子 场 论 中 ,没有 几率 的 意义 ,以 
前 被 认为 的 负 几 率 现在 代表 了 反 粒子 。 

由 (5.2 一 16) 和 (5. 2 一 17) ,我们 把 场 算 符 分 成 正 , 负 频率 部 
分 ,其 中 


gz) = ers 
是 在 z 点 单位 体积 内 重 没 一 个 正 介子 的 算 符 


p(s) 一 | 3 ~ (k) 
是 在 z 点 单位 体积 内 产生 一 Oe 


gz) = 人 . 


三 台 全 
是 在 = 点 单位 体积 内 淹没 一 个 负 介 于 的 算 御 。 
3 
ghz) 一 | 
是 在 z 点 单位 体积 内 产生 一 个 正 介 子 的 算 符 。 
” “4. 正 反 粒子 共 办 变换 
从 对 易 关 系 (5. 2 一 18) 和 哈密 顿 量 (5.2 一 20) 可 以 看 出 ,这 一 
理论 对 a 和 4b 是 对 称 的 ,因为 假使 进行 如 下 的 变换 : 
a bh a Sh (5.2 一 24) 
(5. 2 一 18) 和 (5. 2 一 20) 是 不 变 的 。 
“由 (5. 2 一 16) 和 (5. 2 一 17) 可 见 , 在 这 一 变换 中 场 算 符 作 如 下 
的 变换 : 
pz) 一 9 (z) 2”(z) — 9p(z) (5.2— 25) 
显然 ,对 易 关 系 的 另 一 形式 (5. 5 一 11)、 哈 密 顿 量 (5. 5 一 6), 运 
动 方程 (4. 4 一 1)、 对 变换 (5. 5 一 25) 都 具有 不 变性 .于 是 在 这 一 理 
论 中 , 正 电荷 粒子 和 负电 荷 粒子 具有 完全 对 称 的 地 位 ,我 们 称 变换 
(5. 5 一 25) 为 电荷 共 四 变 换 。 
103 


这 种 理论 也 可 以 用 来 描写 不 带电 的 中 性 粒子 ,这 种 中 性 粒子 
其 有 正 反 粒子 二 类 ,它们 具有 相同 的 质量 , 自 旋 和 字 称 ,但 它们 的 
磁 抢 可 以 不 同 ,例如 反 中 子 的 磁 抢 与 正中 子 的 磁 矩 反 号 .如 果 我 们 
用 4。 来 标志 正 粒 子 , 则 5 就 标志 反 粒子 ,也 可 以 倒 过 来 用 。 来 标志 
反 粒 子 及 用 4 标志 正 粒子 , 故 变换 (5. 2 一 25) 也 称 为 正 反 粒 子 的 共 
思 变 换 ,当然 ,假使 用 这 一 理论 来 描述 中 性 粒子 ,J, 就 不 能 理解 为 
四 电流 密度 ,我 们 可 以 将 Jw/e 理解 为 正 粒 子 和 反 粒子 密度 (或 流 ) 
之 差 , 而 连续 力 程 就 理解 为 正 粒子 数 和 反 粒子 数 的 差 的 守恒 定律 。 

在 目前 已 知 自 旋 为 零 的 基本 粒子 中 有 荷 电 的 介子 如 太 和 
At+, 也 有 中 性 介子 如 如 ,EYEK8, 故 用 复数 和 9" 除 可 以 描写 荷 
电 的 zt 和 K+ 之 外 也 可 以 用 以 描写 中 性 的 K4, 和 43, 但 是 款 介 
子 只 有 一 种 ,并 不 存在 着 反 粒子 ,故我 们 应 该 用 上 节 所 述 的 实数 场 
来 描写 ,如 果 用 复数 场 p 和 %* 来 描写 介子 ,自由 度 将 多 了 一 
倍 ,理论 上 包含 了 一 个 客观 上 不 存在 的 粒子 ,所 以 是 不 适当 的 。 


8 5.3 x 介子 的 同位 旋 


根据 实验 的 分 析 , 荷 电 # 介子 + 和 "的 质量 完全 相同 , 约 为 
273m, 中 性 的 所 介子 的 质量 稍为 小 一 些 , 约 为 284m 故 荷 电 王 介 - 
子 和 中 性 * 介子 的 质量 差别 不 到 3. 5% .可 以 假定 这 个 质量 差别 
来 自 带电 = 介子 的 电磁 质量 ,假使 不 考虑 电磁 质量 而 将 其 略 去 ， 
那 末 三 种 介子 的 质量 可 能 完全 一 样 , 故 可 认为 这 三 种 介子 是 同一 
种 ' 基 本 粒子 "而 处 在 不 同 的 电荷 状态 .为 给 予 这 三 种 # 介子 统一 
的 描述 ,我 们 引进 同位 旋 空 间 和 同位 旋 的 概念 .在 历史 上 ,首先 引 
入 同位 旋 这 一 概念 的 是 卡 孙 和 康 登 (Cassen and Condon,1936), 他 
们 是 在 讨论 原子 核 结构 和 核子 力 的 时 候 引 入 同位 旋 坐 标 来 标志 质 
子 和 中 子 的 ,并 将 质子 和 中 子 合并 称 为 核子 .在 这 一 节 我 们 从 场 论 
的 观点 来 讨论 * 介子 的 同位 旋 。 

首先 ,将 复数 场 ”表示 为 二 个 实数 场 gy 和 pz, 于 是 荷 电 介 子 
的 拉 氏 密度 可 写 为 
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LF=A+ Le 
一 一 去 (apap 十 mf) 一 评 (2pz3y92 十 mg) 
而 中 人 性 介子 的 拉 氏 密度 是 
5 一 一 到 (apnago 十 nig} 
今 这 三 种 介子 的 质量 认为 是 相同 的 , 即 m 一 ms 一 ms 一 m, 则 二 者 的 


拉 氏 密度 具有 相同 的 形式 .引进 总 拉 氏 密度 人 
LC= A + Lt Ys 


= 一半 导 1apam + mt) i= 1,2,3 


从 上 式 我 们 可 看 出 ,如 果 把 mw,ws 认 为 是 某 一 个 三 维 的 抽象 空 
间 中 一 个 履 矢 量 9 的 三 个 分 量 , 则 总 拉 氏 密度 可 写 为 


红 = 一 去 (am ap+me 9) (5.3 一 1 


从 而 导出 场 方程 
(天 一 m2)9 一 0 (5.3 一 2) 
容易 看 出 ,从 拉 氏 密度 (5. 3 一 1) 可 以 得 出 场 的 总 能 量 一 动量 等 。 
假使 把 这 个 抽象 的 三 维 空间 作 一 转动 , 则 将 作 如 下 的 转动 
变换 : 号 
pi Fi= op 
ql 一 Ou (5.3 一 3) 
在 这 变换 下 拉 氏 密度 纪 将 保持 不 变 . 为 了 求 得 和 这 个 变换 相应 的 
守恒 量 , 我 们 研究 无 穷 小 的 转动 变换 : 
qz 一 bp 十 ey 
8 一 一 8 (5.3 一 4) 
其 中 是 无 穷 小 的 数值 .相应 于 这 个 无 穷 小 变换 ,9 作 如 下 的 变换 
. 9 = oz (5.3— 5) 
由 于 拉 氏 密度 乡 在 这 变换 中 具有 不 变性 , 即 5 二 0, 故 


a 9 
i ee = rs 
6 一 可 2 中 EC 0 (5 6) 
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考虑 到 拉 开 方程 ,得 
a 


Sn) =0 (5.3— 7) 
因为 是 任意 的 数值 ,并 且 s»= 一 a&, 故 由 上 式 得 
ER 1,2,3| 
> by (5.3 一 8) 
Tv BPD OPIY 
以 红 代 入 得 
Van = 至 w 一 22ip, (5.3— 9) 


(5. 3 一 8) 式 具有 守恒 定律 的 微分 形式 ,相应 的 守恒 量 是 
7, 一 路 was = jp, — Pp) (5.3— 10) 
为 了 将 上 式 写 得 简单 一 些 ,将 py,9z,93 写 成 一 列 的 矩阵 即 


n 
p= | (5.3— 11) 
并 且 引 进 如 下 三 个 矩阵 : 
0 0 0 0 0 
。 妇 一 |0 0 一 4 bi 一 |0 0 0 
0 0 一 人 ' | 
0 3 
bz 一 | 0 (5.3 一 12) 
0 0 0 


则 (5. 3 一 10) 式 可 写 为 
了 二 三 wp (5.3 — 13) 
若 定 义 抽象 空间 中 的 二 个 履 矢 量 (Ti,T,TD 和 ta,4,4) 
Ti=T», T=Ty, Ts= i 
=itn, b= iy, = 


(5.3C— 14) 
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则 可 以 将 (5. 3 一 13) 式 写成 
T=— 引 pigs (5.3— 15) 


我 们 称 守 恒 量 T 为 “同位 旋 ”, 并 称 所 引入 的 抽象 空间 为 “同位 旋 
空间 ”. 从 数学 形式 看 ,同位 旋 和 自 旋 有 很 相 象 的 地 方 , 自 旋 的 表示 
决定 于 场 量 "在 空间 转动 时 如 何 变换 ,同位 旋 的 表示 决定 于 场 量 
在 同位 旋 空 间 转动 时 如 何 变换 。 
可 以 想见 ,第 一 种 规范 变换 和 同位 旋 空 间 转 动 有 密切 联系 , 因 
为 它们 都 可 以 和 粒子 的 荷 电 状态 联系 。 在 第 一 种 规范 变换 中 ,mw 作 
如 下 的 变换 
多 1 一 picosa 十 rsina 1] . 
- Se (5.3— 16) 
gl 3 一 Vs 
这 是 因为 ee 一 cosa+isino 而 实数 场 Ps 在 第 一 种 范 变换 中 是 不 变 
的 , 故 变换 (5. 3 一 16) 实 际 上 等 于 在 同位 旋 空 间 统 第 三 轴 转 动 一 个 
角度 ,这 样 ,电荷 守恒 定律 在 目前 情况 下 和 同 旋 第 三 分 量 7 的 守 
恒 完 全 等 效 , (5. 3 一 15) 的 7: 的 表 式 和 场 的 电荷 9 的 表 式 (5. 2 一 
8) 只 相差 一 个 因子 e。 
在 场 量子 化 中 ,引入 和 e 相 共 恩 的 正则 动量 : 
se (5.3— 17) 
ap 
及 中 和 > 之 间 的 对 易 关 系 ,在 本 4 时 有 
[wpi(z) ,mz )] = ibg6(x — x' ) (5.3— 18) 
如 果 我 们 将 ma,ma,m 写 成 一 行 矩 阵 , 并 以 代表, 则 同位 旋 了 可 
成 如 下 的 表 式 
工 一 一 in (5.3 一 19) 
应 用 对 易 关 系 (5. 3 一 18) 及 注意 到 
= [4] 一 过 


[4 二流 } (5.3 一 20) 
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容易 证 明了 服从 如 下 对 易 关 系 
~ [TT] = 好， [7;,7s] = 沽 | 
[Ts,T1] = 7, 
由 此 可 见 ,T 的 对 易 关 系 在 数学 形式 上 和 角 动 量 M 的 对 易 关 系 完 
全 一 样 ,因此 有 关 前 位 旋 的 许多 结论 ,都 可 从 角 动 量 的 理论 推论 出 
来 。 
由 于 同位 旋 第 三 分 量 Ts 和 总 电荷 8 的 表 式 只 相差 一 因数 。， 
故 从 (5. 2 一 21) 式 可 得 
Ts= DN — Ns) (5.3 一 22) 


由 这 式 可 知 ,z+ 和 介子 的 同位 旋 第 三 个 分 量 各 为 1.0、 一 1, 因 
此 场 的 总 同位 旋 的 各 个 分 量 Tu,Tz,Ts, 具 有 如 下 的 本 征 值 : 

0, 土 1, 土 2, 土 3 
我 们 还 可 以 指出 每 一 个 7 介子 也 是 算 符 T? 的 本 征 态 ,其 相应 的 本 
征 值 是 2=1(1 十 1), 即 是 说 = 介子 都 具有 同位 旋 1, 而 +,m,z- 的 
同位 旋 第 三 个 分 量 分 别 是 1,0, 一 1。 


(5.3 — 21) 
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第 六 章 “” 旋 量 场 量子 化 


轻 子 e. 人 "和 许多 重子 如 P.N、4. 了 ,8 等 都 是 自 旋 为 二 费 米 
粒子 ,它们 除了 有 空间 坐标 自由 度 外 ,还 有 自 旋 自 由 度 ,因而 不 能 
用 标量 场 来 措 述 .Dirae 方程 可 以 近似 地 描述 单个 费 米 于 的 运动 ， 
成 功 地 解释 了 原子 光谱 中 的 精细 结构 现象 .但 对 于 某 些 更 精密 的 
现象 ,例如 兰 姆 能 级 移动 和 真空 极 化 现象 ,多 拉克 的 理论 就 不 能 适 
用 . 男 一 方面 , 狼 拉 克 理 论 存在 负 能 困难 ,也 不 能 描述 包含 有 二 个 
以 上 粒子 的 运动 ,以 及 粒子 的 产生 淹没 等 现象 .所 有 这 些 现象 的 精 
密 讨 论 ,都 必须 用 量子 化 的 费 米子 场 , 即 把 次 拉克 方程 当 作 经 典 声 
方程 ,并 进一步 将 这 个 场 量子 化 ,前 面 我 们 已 经 讨论 过 狄 拉克 方程 
中 的 波 函数 是 旋 量 , 因 此 ,与 它 相应 的 场 既 不 是 标量 场 也 不 是 矢量 
场 ,而 是 旋 量 场 , 狼 拉 克 方 程 就 是 族 重 场 方程 。 


§ 6.1 经 典 场 
旋 量 场 方程 是 
(y+ my=0 (6.1 一 1) 
其 共 轿 方程 是 ye 
(Gymp = 0 (6.1— 2) 
这 里 $= 妆 % . 
上面 两 个 方程 可 由 下 面 的 拉 氏 密度 代入 拉 氏 方程 得 出 
=— $0,+ m)y (6.1— 3) 
引进 与 $ 共 思 的 正则 动量 
a 


"= (6.1— 4) 
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这 里 ,? 不 是 独立 变量 , 故 没有 与 之 共 亏 的 动量 (实际 上 , 线 =0)， 

把 乡 的 表示 式 (6.1 一 3) 代 入 第 三 章 所 得 到 场 岗 能 量 、 动 量 、 
和 电 共 表 示 式 ,可 以 求 出 场 的 总 能 量 、 总 动量 和 总 电荷 .将 5 代入 
(3. 3 一 6) ,主意 只 有 是 独立 变量 , 场 的 能 量 、 动 量 张 生 


T=—0 — a 


=— $y 十 m) pe, 十 Py (6.1— 5) 
场 的 能 量 ,由 (3. 3 一 10) 有 


万 一 一 ras = [Bo 十 ?六 十 由) 划一 和 ab] ds 


一 ze mdz sp ab diz (6.1— 6) 
场 的 动量 ,由 (3. 3 一 9) 有 
Pi 一 一 em， 二 一 人 err ER (6.1 一 7) 
联合 两 式 得 
忆 一 一 直 dsz9%+ 9,» (6.1— 8) 
场 的 电荷 ,由 (3. 5 一 9)、(3. 5 一 10) 有 ， 
i Ey yt 
J 吉 EEr DEER Dd } 
一 一 (6.1 一 9) 
= 一 路 dm = easzyt y (6.1— 10) 
场 的 自 旋 , 由 (3. 4 一 18) 有 ，- 
a Wp 
Se 一 一 EX 
2 3. 二 去 
以 如 = 起 CC 十 到 3c0# 一 3 届 
2 yt s,=1 
代入 得 E33 wy Ed 2 


1 
8, —— yt rrp ass 


注意 到 Yi; = aa 
于 是 有 Sy 一 I 到 ao dz 
或 S= Im oy diz 


这 正 是 自 旋 算 符 才 的 平均 值 ,其 自 旋 S 一 二 。 


§ 6.2 场 的 量子 化 和 粒子 性 


Dirac 旋 量 场 ,描述 自 旋 为 1/2 的 费 米粒 子 , 费 米子 要 服从 
Pauli 不 相 容 原 理 ( 在 原子 和 分 子 结 构 物 理 中 ,人 们 早 就 知道 一 个 
确定 的 电子 态 最 多 只 能 有 一 个 电子 )。 第 四 章 8$ 4. 2 已 经 向 明 , 对 易 
关系 的 量子 化 条 件 不 能 满足 这 一 要 求 , 必 需 采 用 反对 易 关 系 。 假 设 
旋 量 场 » 和 它 的 共 办 动 量 «满足 如 下 反对 易 关 系 (t=); 
[po Cx) ,mo(x' ) +=i6 p(x — x ) 
[$Cx) ,pH Cx )J+=66(x— x ) (6. 2 一 1) 
[oCx), pox )J+= [x) ,x )]+ 一 0 

这 里 cp = 1,2,3,4 代表 yp 的 四 个 旋 量 分 量 。 

为 了 反映 费 米 子 的 粒子 性 ,我 们 将 场 算 符 进 行 传 里 叶 展 开 , 即 
分 解 为 Dirac 方程 的 平面 波 解 .在 第 二 章 8 ?. 9 我 们 已 得 到 Dirac 
方程 的 四 个 平面 波 解 (2. 9 一 1) 

$1(2) = uVer(p,po = BE,4= 1) 

P12) = uDer(p,po = B=— 1) 
pr(z) = v Ve mr(— pp0 一 一 B,4= 1) 
yw(z)》 = v Wer(— pp =— B,A=— 1) 


(6. 2-2) 


将 旋 量 场 算 符 汪 数 按 上 述 四 个 独立 解答 展开 (| 号 是 归 一 化 因子 ) 
得 
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2 
#Cz) 一 Gm fa ED + Br (p)v" (pe 


' (6.2— 3) 
其 共 固 场 算 符 


2 
$7) = ep dsp | Zr (Pitp)e mr + bp per] 


(6.2 一 4) 
注意 到 = 针 7( 必 一 at+ ro 一 v+74, 取 旋 量 分 量 式 ,上 两 式 变 成 


2 
poz) er dp 全 Ze pp)er + br (p)vY per] 


(6.2 一 5) 


暑 () = | sp ED 
» [ar (pu +(p)e wm + bp)v "+p)er] (6.2 一 6) 
将 上 两 式 代入 对 易 关 系 (6. 2 一 1) 第 二 式 , 并 利用 wy 的 正 交 归 一 
性 质 (2. 9 一 8) ,可 求 得 算 符 a,(p)、b,《p)、ar 《Pp)、b" (Pp) 之 间 的 对 易 
关系 如 下 : 
[0) J+ = Ds | dsp dsp 
DJ{fa Gp) yar Cp )]+ sp)? Cp! err) 


十 [be Cp) sb, J+ vO CP) Cp! Jot") 

+ [arCp) ,bp D+ uO pI Cp' Ye tr 

+ [or Gp) sas? Cp’ )]+ vp) ug Cp' Je'etr"))} 

一 ji(x 一 过 ) (6.2 一 7) 
_ 由 上 式 右边 与 上 无 关 , 故 左边 与 上 有 关 的 项 其 系数 应 为 零 。 注 意 到 
t= 

eli(g—1*) 一 etiGe—p x )eTio 7 Ot 
eti(g+r#) 一 etilqety x )eFi9oty 
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而 (po 十 VY ot 闫 0,《po 一 pot 闫 0( 除 po = 0) 外 。 
于 是 (6. 2 一 7) 大 括号 中 最 后 两 项 系数 必 等 于 零 , 即 
[a,Cp) sb,Cp' )J+= [or Cp) yar Cp' )J+= 0 
而 第 一 、 二 项 ,也 只 当 po = pf 时 才 不 为 零 ( 保 留 这 些 项 ) ,于 是 (6. 2 
一 7) 式 简化 成 
Cy 中 dipdipy 》、，[o(p) ,az Cp' )J+ uP Pu Cp’ )eloe-w>) 
+ [a Cp) bp + oP (Pp) (p' Jor *) 
= db(x— x ) 
以 ee ” 乘 上 式 两 边 , 并 对 dzd'z' 积分 ,利用 公式 |eo -dz 一 
《2r)36(p 一 k) 于 上 式 
左边 = [起 8 中 | rap dao Jia 
ose + [os Cp) bp’ 7]+ op) (p' Yost | 
yt 一 (2r)3 中 dsp dip > {[op) sa7 (加 7 
ul (pu Cp' )6p — kh)6p' — kh' ) 
十 [ie Cp) ,bp )]+ of po (PP 6p + k)6Cp' + k' )} 
= 2m D) {oC sar 0 J sp ) 


十 [Br (~— k) ,6 — kr’ )]+ vO — k)v (— kr’ ))} 
右边 = [ens 一 x )e*) dzdsz = (24)36y0(k — k' ) 
联合 上 两 式 , 令 k 一 p,h' 一 p', 则 有 
BD {Lap) 0? Cp YJ+ sf Cp)up? ) 
+ [a (~— Pp) sb.(— 2 )J+ on(— po (~— p' )) 
=6wi(p— p') (2 ~ 


以 w+(Cp)u 包 (p' ) 乘 上 式 并 对 a,8 求 和 利用 u,v 正 交 归 一 性 , 则 
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左边 ”= 中 >)>){[oCp),ar(Cp )]+xoo+Cp)ag2(p) 
op re 日 


ap) + [or (— p) sb — p' )]+ 
* wt Cp) DP— po (一 p' up' )》 
=- 之 [aCp) ya? Cp' )]+ 56ie 一 [aoCp) at Cp’ )]+ 


右边 -Ze — Pp ut pu Cp ) 


= Pp — p +p Pp) = ssp — p') 三 


联合 两 式 有 
[aaCp) sar (p' )]+= bm6(p— p') 
同 理 ， 以 v9+( 一 p)o 包 (一 2 ) 科 (6.2 一 8) 两 边 并 对 ap 取 和 得 
[Cp) ,Bs (p' )J+= ob(p— p') 
利用 (6. 2 一 1) 第 三 式 可 求 得 其 余 反对 易 关 系 
[a.(p)，,as(P )]+ 一 [Balp) ,bp )J+= Lanlp) ,br Cp' )]+ 一 0 
[as (p) ,ao Cp )]+ 一 [52 (p) ,br Cp’ )]+ 一 [as (p) ,bp )]+ 一 0 
综合 起 来 ,得 到 如 下 反对 易 关 系 : 
[aCp) as Cp' )]+ 一 [op) ,57 Cp )]+= brv6Cp 一 名 ’) 
其 余 各 反对 易 子 等 于 零 。 
(6.2 一 9) 


下 面 ,计算 场 的 能 量 \ 动 量 。 


1 
p(z) = dp 上 


. Se, Cp' up' Jers + bp' )pC 2Cp )e -人 


1 


2 
.> [or part pe + bp)o "tCp)er] 


r=1 
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P,=— | dizp+t (z)3,p(z) 
el 3p dsy dz Ly 
= 7 有 dd d: rE 
2 
“DP {er po (pr Nuht pu pr Ye 
Tom 一 1 


— b,(p)B (了 )uC2+ pvr) (p' er Ye 
— op (—p’ uN+t (po (p’ Jeiotr ys 
+ bp)a(p’ Yo + (pu p' ertr)e} 


利用 6 一 函数 公式 fe dsz = (2z)36(p 一 如) 
和 rs 一 2' ) ds = F(p) 


上 式 先 对 diz 积分 ,再 对 dp 积分。 积分 后 上 式 第 一 、 二 项 p' 一 p; 
第 三 ,四 项 一 一 p。 于 是 在 第 二 ,四 项 中 出 现 

uO+t(p)(— p) = vH+(p)yr)(— p)=0 
可 以 得 到 (注意 p' 一 土 p 时 忆 一 8) 


r= a 多 (po (pur pup) 
— B.Cp)]b? (pv H+ pv) (p)] 
利用 (2. 9 一 8) 式 所 给 出 的 正 交 归 一 条 件 , 可 得 
已 = em Sa; pep ~— apm GD] 
场 的 能 量 ( 用 &(p)5 (9) = 1 — Br (p)b.(p)) 
:五 = Po 一 J race (p)aw(Cp) + br Cp)b,(p) — 1] 
6.2-10) 
场 的 动量 
已 一 | erp Se (pap) + br (PhP) 一 1] 
(6.2— 11) 


将 8%+,y 代 入 (C6. 2 一 10) 可 求 得 场 的 电荷 
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@= dp Der pap) — hr (Php) + 1 


(6.2— 12) 

引进 粒子 数 算 符 
ND = a (pp) 和 ND = br (p)b(p) (6.2-13) 
并 考虑 到 在 完全 没有 粒子 的 真空 中 (NS+> 和 Ns 的 本 征 值 等 于 


等 ), 上 式 给 出 场 的 能 量 \ 动 量 电荷 都 为 无 穷 大 ,这 是 没有 物理 意义 


的 ,实际 上 是 观察 不 到 的 ,应 把 它们 抛弃 掉 , 最 后 得 到 场 的 物理 量 
[3 
H= | dp PNP) + NEP)E, 


r=l 


. 
p= sp PN) + NPP C6.2-14) 
> 


2 
= [E> — NO(p)Je. 


这 里 为 了 明显 ,将 能 量 下 标 写 出 ,B, 表示 对 应 动量 为 p 的 粒子 的 能 
量 ( 有 时 为 了 简化 常 略 去 下 标 P) 。 

上 述 的 结果 我 们 可 以 作 如 下 的 物理 注释 :由 % 和 时 描写 的 场 
的 粒子 可 分 为 二 类 ,N+ 可 解释 为 费 米子 的 粒子 数 算 符 ,而 YX 一 ) 则 
为 反 费 米子 的 粒子 数 算 符 ,这 二 类 粒子 的 静 质 量 为 加 , 自 旋 为 地， 
但 具有 相反 的 电荷 十 e 和 一 e。 由 (6. 2 一 13) 式 可 以 看 出 a* 和 a 分 
别 代 表 正 粒子 的 产生 和 消灭 算 符 ,5* 和 b 则 分 别 代表 反 粒 子 产生 
和 消灭 算 符 。 当 然 ,在 理论 上 , 正 反 粒 子 处 在 对 称 地 位 ,我 们 也 可 以 
把 它们 倒 过 来 说 。 

在 狄 拉克 的 单 粒子 理论 中 ,曾经 把 反 粒 子 当 作 是 负 能 态 完全 
被 占 满 的 电子 海中 的 一 个 空 穴 。 这 种 解释 显然 是 不 能 令 人 满意 的 ， 
仅 是 历 足 上 企图 克服 单 粒 子 理论 中 包含 着 负 能 困难 而 引进 来 的 。 
在 这 种 解释 中 正 反 粒子 处 在 不 对 称 的 地 位 .但 在 量子 场 论 中 , 正 反 
粒子 处 在 完全 对 称 的 地 位 (主要 的 步骤 是 把 y 和 写成 和 荷 电 介 
子 场 一 样 ) , 故 不 存在 负 能 困难 ,无 须 用 “电子 海 ” 这 个 荒 雇 的 概念 。 

在 上 面 我 们 可 以 看 出 ,假使 将 费 米 子 和 反 费 米子 作 如 下 的 变 
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换 : 
NDeNT) ee 
则 (6. 2 一 14) 式 的 结果 保持 不 变 , 这 种 不 变性 称 为 电荷 共 罗 不 变 
性 。 
对 于 旋 量 场 的 电荷 共 罗 变 换 ,已 在 前 面 8 2. 7 中 讨论 过 ,这 里 
不 再 重 述 。 


36.3 。 协 变形 式 的 对 易 关 系 


为 使 理论 具有 相对 论 不 变性 ,我们 求 不 同时 间 的 对 易 关 系 。 先 
将 (6, 2 一 3) 和 (6. 2 一 4) 分 开 成 正 频 和 负 频 部 分 : 


2 
pO(z) = dp (ber 
2 
p+ (zx) = dp Dy (pH pe 
1 ne 
¥™(z) -bm| dp ED (per 


Fz) re dip (Ee (Cp)aop)e-o (6.3-1) 
由 上 列 四 式 可 知 
名 +)(z) 一 Fz) 
$7) = FTz) 
从 对 易 关 系 (6. 2 一 9) 容 易 证 明 
[WDC2) ,pz += [Pz) ,Pz + 一 0 
[Wz) ,Dz YJ+= [$s) ,pz )J+= 0 


[Cz) ,polz YJ+= [Pz), polz’ )]+ 一 0 (6. 3-2) 
而 [$Cz) oz )J+= [YS z) ,$e )]+ 
+ [$s) ,st zr 7)]+ (6. 3-3) 
上 式 第 二 项 
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CO BE = | ood 房 >* (pi (p ) 


BEB! -1 


。 [a Cp) sb Cp ) J+ er rr") 


Si ) 


-tw dd -项 之 
“08(p 一 加 Je 
= 三 中 > [aeCp)aCp' )] per 
利用 投影 算 符 公式 (2. 9 一 15), 上 式 可 写成 


= 
=i(— yA + m)ds tz — z )(6. 3-4) 
其 中 4 2 ) = Pe (6.3 一 5) 
正 是 第 五 章 $ 5. 4 中 关于 量子 标量 场 的 协 变 对 易 关 系 表 示 式 。 
同 理 , 可 计算 出 (6. > 
[$2) ,Ps )]+ 一 一 en 加 (十 mp 


=i(— ,+ m)op ww ee 


=i(— y+ md™ sos) 


(6. 3-6) 
So 
其 中 4 中 (zs 一 2 ) = es ee) (6. 3-7) 
定义 
4Gz 一 2 ) 一 人 一 m ) 十 4C(Gz 一 z) 
= 画 旺 [eve a e—me*)] 
人 = 丰 | 史 ep, -3 (6.3 一 8) 
和 Sz 一 六 ) = (9 — mA zs ) 《6.3 一 9) 
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以 及 
Bs) 
=(y2, — m)aLdP zs 一) + Amz — 2 )] 
=(y,0, — m)o, 友 于 器 [ererr， 一 ete—e)] 
《6. 3 一 10) 
于 是 得 到 如 下 对 易 关 系 
[$2) ,PEt )J+=— iis (2 — z!) 
[$s) ,$s )J+=— Iss — 2 ) 
[$2) ,Bz )]+ 一 一 iSwz — 2 ) (6. 3-11) 
应 该 指出 :这 里 的 4c+)(z 一 z ) 和 4(z 一 z ) 与 在 标量 场 中 引进 的 
4) 和 4 形式 完全 相同 ,只 是 在 标量 场 情 况 下 ,粒子 的 动量 和 能 量 
用 和 加 表示 ,这 里 则 用 ?和 王 表示 而 已 ,所 以 它们 也 具有 Lorentz 
不 变性 和 空间 反射 不 变性 。 
下 面 说 明 反 对 易 关 系 (6. 3 一 11) 具 有 Lorentz 变换 不 变性 。 在 
Lorentz 变换 下 
fT 二 dz， ,或 am 一 anz， 
bs) os) 一 eye(z)， Plz) rps ) 一 pAp 
反对 易 关 系 
[¥ Ez Sts 3] + 一 Aoe [YF Cs) ,PS Cz2) + A 
= hso[ — iS$ 2 一 z2) A 
=— i[A(— yx0, + m)AT!), 
“4t(z—z) 
由 于 4H) (a — z2) = 4 1 — #73) 
是 Lorentz 不 变 的 ,而 由 Dirac 方程 Lorentz 不 变 条 件 4-1y,4 一 omy 
有 


4 amyr4 = amamj 
即 有 AysAT! = aomj 
于 是 AysA™9, = apBy = Vr» 
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所 以 [¥ Ps) Ez 2)]+ 

=— i(~ yt medt) (1 — 2)=— id (2 1 — 22) 
这 表明 协 变形 式 反 对 易 关 系 ,在 = 坐标 系 中 的 形式 与 在 z 坐标 系 
中 形式 相同 ,是 满足 特殊 相对 论 的 协 变性 要 求 的 。 


§ 6.4 核子 的 同位 旋 


质子 和 中 子 的 质量 几乎 相等 (相差 约 0. 13%) ,如 果 我 们 忽略 

这 个 微小 的 质量 差别 , 则 可 认为 质子 和 中 子 是 同一 种 粒子 ( 称 为 核 
子 ) 的 二 种 不 同 荷 电 状态 .在 实验 中 亦 确实 观察 到 如 下 的 过 程 : 

Rn 十 zt—>p 

sax 十 p 
这 说 明 中 子 吸收 x+ 介子 或 发 射 一 介子 转化 为 质子 ,完全 遵守 电 
荷 守 恒定 律 . 在 上 式 二 种 转化 过 程 中 ,可 认为 是 核子 电荷 状态 的 改 
变 ,由 于 核子 有 二 种 电荷 状态 ,很 类 似 于 电子 自 旋 有 二 个 状态 ,以 
这 种 类 似 性 我 们 引进 同位 旋 的 概念 来 描写 核子 的 荷 电 状态 ,如 果 
将 质子 场 $, 和 中 子 场 p% 合 写成 


划一 全 (6.4 一 1) 


则 称 为 核子 场 ,与 电子 自 施 相 拟 , 称 核子 具有 同位 旋 为 去 .由 此 
可 以 想见 ,质子 场 和 中 子 场 可 以 统一 地 由 同位 旋 空 间 的 一 个 旋 量 
来 描述 ,下 面 仿照 第 五 章 & 5. 3 处 理 = 介子 子 同 位 旋 的 方法 来 讨 
论 这 一 问题 。 
质子 和 中 子 都 是 自 旋 为 二 的 费 米子 , 故 可 用 如 下 的 拉 氏 密度 

,=— (hrs 十 mp) (6.4 一 2) 

EL 一 一 (hy + mpy) (6.4— 3) 
分 别 描写 自由 质子 场 $%, 和 自由 中 子 场 加 .从 翅 ( 或 弘 ) 可 以 导出 质 
子 (或 中 子 ) 场 的 运动 方程 以 及 场 的 能 量 、 动 量 、 角 动量 等 ,然后 引 
入 对 易 关 系 可 将 质子 (或 中 子 ) 场 量子 化 .也 可 以 引入 一 个 总 的 拉 
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氏 密 度 

YL=+ (6.4— 4) 
将 质子 和 中 子 合 起 来 捕 述 。 容易 看 出 ,从 纪 可 导出 来 的 运动 方程 
将 包括 了 从 经 ,( 和 经 ,) 推导 出 的 质子 场 (和 中 子 场 ) 的 运动 方程 ， 
并 且 从 纪 导 出 来 的 能 量 、 动 量 和 角 动 量 等 是 由 522; 和 人, 所 导出 来 
的 相应 的 能 量 、 动 量 和 角 动 量 的 和 ,于 是 可 以 引入 内 页、 六 ,总 之 间 
的 对 易 关 系 进行 量子 化 。 那 未 ,从 纪 推导 出 来 的 理论 ,与 从 Se 和 
纪 . 所 推导 出 来 的 二 套 理 论 将 完全 等 效 。 

假使 令 m= 二 m, 二 m, 并 将 加 和 加 合 写成 为 (6. 4 一 1) 式 的 y， 

于 是 到 就 可 以 写成 

一 一 (ap + mpy) (6.4 一 5) 
因为 办 和 史 各 有 四 个 分 量 , 故 % 一 共有 八 个 分 量 , 而 上 式 中 的 
是 8X8 和 矩阵 ,其 显示 形式 是 - 

C "=%x1 (6.4 一 6) 

0 » 
其 中 7 是 2X ?单位 矩阵 .为 了 书写 方便 ,将 它 简写 作 x。 假 设 将 (6. 
4 一 5) 式 中 的 # 当 作 同位 旋 空 间 中 的 一 个 旋 量 ,而 加 和 是 这 个 
旋 量 的 二 个 分 量 , 那 末 , 在 同位 旋 空 间 转 动 时 ,5 具有 不 变性 。 现 
在 的 问题 是 求 与 这 个 不 变性 相应 的 守恒 量 。 

在 同位 旋 空 间作 无 穷 小 转动 时 , 旋 量 将 作 如 下 的 变换 (参照 第 

二 章 8 2.7) 

yp 一 GZY } 

py =$D* 
其 中 多 是 8X8 和 矩阵 ,具有 如 下 形式 


D= 1+ Bons (6.4— 8) 


(6.4 一 7) 


而 
人 二 Cem 一 mr (6.4 一 9) 


其 中 54j = 1,2,3) 是 八 行 八 列 的 矩阵 ,具有 如 下 的 形式 : 
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ee _ (9 一 
本 1 路 人 i 0 


=1x(: ° | (6. 4— 10) 
DE Qs 侈 : 


其 中 7 代表 四 行 四 列 的 单位 矩阵 ,由 于 
GT 一 去 om (6.4 一 11) 
考虑 到 sp 无 穷 小 的 数量 ,我 们 有 : 
BD*D=1 
在 变换 中 红 具有 不 变性 ,因此 得 
ae 9 


a oy 

6 = -一 一 tt ob 

i Wt EA 
~ ze 


一 0 (6.4 ~— 13) 


”应 用 运动 方程 ,可 得 
~ + -0 (6.4 一 14) 
oy 

从 绢 的 表达 式 (6.4 一 5) 以 及 从 (6. 4 一 8) 和 (6. 4 一 9) 求 名 的 表 
示 , 并 代入 上 式 可 得 : 

多 =0 (6.4 一 15) 
其 中 除了 必须 满足 反对 称 条 件 外 是 任意 的 ,因此 有 
过 (~ ByTag) =0 jk=1,2,3 (6.4— 15 
上 式 具 有 微分 守恒 定律 的 形式 ,其 相应 的 个 

T= ee 壮 中 (6.4 一 17) 
其 中 的 三 个 分 量 mraym 就 是 (6. 4 一 10" 中 所 给 的 3 


和 久之 间 的 对 易 关 系 ， 
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[71,72] = 73, [Ts,T3] = IT [Ts,T] = i7, 
(6: 4— 18) 
我 们 称 (6. 4 一 18) 中 的 表 式 T 为 核子 场 的 同位 旋 .不 难 证 明 , 质 子 
和 中 子 的 同位 旋 都 等 于 去 ,质子 和 中 子 的 同位 旋 第 三 分 量 分 别 等 


1 1 
于 训 和 一 友 。 
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第 七 章 ”矢量 场 量子 化 


前 面 我 们 已 经 看 到 ,标量 场 描写 自 旋 为 等 的 粒子 (如 = 介子 ， 
K 介 子 等 ); 旋 量 场 描写 自 旋 为 二 的 粒子 (如 轻 子 和 大 多 数 重子 )。 
理论 上 可 以 证 明 自 施 为 1 的 粒子 可 用 矢量 场 来 描写 。 

近年 来 ,在 高 能 散射 这 程 中 ,陆续 发 现 一 些 矢量 共振 态 ,这 些 
粒子 的 自 施 为 1, 寿命 很 短 ,而 静止 质量 不 为 零 , 我 们 称 其 为 矢量 
介子 (如 p 介 子 ,W/J 介子 等 ), 我 们 很 自然 可 设 这 种 矢量 介子 场 的 
运动 方程 为 


($m)A.=0 p= 1,2,3,4 
令 场 的 Lagrange 


= 一 地 [G24)? 十 m4 


将 上 式 代入 Lagrange 运动 方程 ,可 得 到 场 的 运动 方程 ,这 是 一 个 静 
止 质量 为 m 的 场 方程 , 它 是 标量 场 方程 和 达 朗 伯 尔 方程 的 推广 。 
这 里 ,我 们 不 准备 讨论 矢量 场 的 一 般 理 论 ,而 只 研究 它 的 一 种 特殊 
情况 , 即 质量 m 一 0 的 情况 .我们 所 热 悉 的 电磁 场 就 是 这 种 特例 , 电 
磁场 可 看 成 是 光子 的 集合 ,光子 的 自 旋 为 1。 

在 近代 物理 实验 和 理论 发 展 过 程 , 电 磁场 的 量子 现象 是 首先 
被 发 现 的 ,因此 它 是 第 一 个 被 量子 化 的 场 ,由 于 电磁 场 是 多 分 量 
(时 空 分量 ) 以 及 光子 的 静止 质量 为 零 ,使 得 电磁 场 的 量子 化 过 到 
不 少 困难 .但 经 过 长 期 的 努力 ,已 经 得 到 了 自治 的 比较 满意 的 结 
果 。 
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$7.1 ”经 典 场 


1.。 Lagrange 函数 和 场 方程 
选取 


红 = 一 去 (a4 (7.1— DD 


将 上 式 代 入 Lagrange 方程 得 
3h4=0 或 口 4,=0 (7.1— 2) 
这 就 是 所 知 的 自由 电磁 场 方程 ,又 称 为 达 朗 伯 (d”Alembert) 方 程 。 
我 们 知道 ,由 (7. 1 一 2) 所 决定 的 场 必须 附加 上 Lorentz 条 件 
a4 一 0 (7.1 一 3) 
才 代 表 真实 的 与 卖 克 斯 韦 方程 一 致 的 电磁 场 , 如 果 选 取 


=— rr (7.1—4) 


其 中 7 = 9,4, 一 3.4, 是 电磁 场 张 量 ,将 上 式 代 入 Lagrange 方程 得 
场 方程 “ 


ap,=0 (7.1— 5) 
而 Fw 自动 满足 (实际 上 ,对 任何 及 反 称 张 量 Rn, 下 式 自 动 满足 7 
amazm=0  - (7.1 一 6) 
或 app + OpPm + oP» = 0 


上 面 两 个 方程 组 就 是 协 变形 式 的 Maxwell 方程 组 。 

下 面 证 明 当场 4, 满足 Lorentz 条 件 3,4, = 0 时 , (7. 1 一 1) 和 
(7. 1 一 4) 是 等 价 的 。 
设 


1 
Y= 0 


0 =— $F =— 0h — 3.4) C34, — 3.4,) 


= 一 地 [G3.4,)? 一 3.4.3.4.] 
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LP = 一 二 4a4， 
当 3,4, = 0 时 ， 一 9.43,4, = 30434, 一 43.4.) 
所 以 ， 
LS — Et = (4A, 一 44) 
即 乡 和 Ss2 只 差 一 个 四 维 散 度 , 它 对 四 维 体积 分 可 变 成 无 穷 远 处 
面积 分 ,由 于 无 穷 远 处 场 为 零 所 以 积分 为 零 ,因此 , 散 度 项 对 作用 
量 无 贡献 即 乡 和 S2 是 等 价 的 。 
2. 场 的 能 量 , 动 最 
利用 5 一 一 去 (2.4)? 代 入 了 ,的 表示 式 (3.3 一 6) 得 
T= [2,42,4, 一 D6 (3 
这 是 一 个 对 称 的 张 量 , 场 的 动量 是 
P= + | daz 一 一 aa, ess Cpl 
场 的 能 量 是 
二 he dz = #4 十 (au4)2]dz(7.1 一 8) 


当然 ,我 们 也 可 以 借助 正则 形式 , 求 得 场 的 能 量 表示 式 .引入 
与 4 共 轿 的 正则 动量 


m= 距 -2 
于 是 哈密 顿 密度 
如 一 4 一 纹 一 证 [GA 十 多 
场 的 能 量 
如 = [szer 一 诗 | sr[G4y? 十 多 
与 (7.1 一 8) 一 致 。 由 (7. 1 一 1) 的 Lagrange 函数 求 得 的 场 的 能 量 表 


示 , 不 能 给 出 通常 的 电磁 场 能量 公式 w 一 于 | (2 十 严 )dm 如 果 利 
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用 (7.1 一 4) 的 Lagrange 函数 
1 
YL =— FP 


可 求 得 元 5 = P-, 于 是 由 (3.3 一 6) 有 


Zr 一 一 [Pra4, 一 55 
这 个 能 量 动量 张 量 是 不 对 称 的 。 我 们 可 以 找到 一 个 反对 称 张 量 函 
数 


fm 一 4Pm 
使 得 
T= 7 
= [Sb 一 Pumpm] (7.1 一 9) 
是 对 称 的 ,于 是 有 


P= 了 rar -= ij 一 | (E Xx H)dv 
这 正 是 自由 电磁 场 能 量 表 示 式 . 场 的 能 量 是 : 
Po 一 一 Jr = ur — dv = | — dv 


因为 = r=) 
所 以 
Pu 一 让 十 32)dv。 
pe .全 能 最 表示 式 。 
1 
< 让 ,和 关 量 场 的 变换 是 
A lz! ) 一 aordo(z) = (bs, 十 sop)4o(z) 
一 DAsz) (7.1-10) 


Do = ju 十 to 
“可 求 场 的 自 旋 角 动量 .根据 (3. 4 一 16) 式 ， 场 的 自 放 角 动量 
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gs _ac” Ah 
+ HA) de 


其 中 弛 == 疙 [6% + oo4G)] 
一 (bi 一 up)4(z) 
一 (4 一 se 
a __1 Se 
HAD 2 er (34 一 一 3 
代入 得 
RS 一 404 一 4DM4o) 
场 的 自 旋 角 动量 
. S5 一 引 So tdsz = | Cas 一 424i) diz 
写成 矢量 形式 
到 人 x 3A dz (7. 1-11) 


下 面 ,用 半 经 典 方法 说 明 上 式 代表 自 旋 为 1 的 场 , 在 经 典 电动 
力学 里 ,一 个 频率 为 w 沿 z 方 向 (& 方 向) 传播 的 圆 极 化 电磁 波 的 势 
函数 4, 可 表示 成 ( 取 自 然 单位 制 = 一方 = 1) 


A 一 4[coso( — 2)i+ sino(t 一 2 站 (7.1 一 12) 


学 = 4o[ 一 sino(t 一 z)i 十 coso(t — z) 刘 
将 上 两 式 代 入 (7. 1 一 11) 得 
S = [|4? dzJok* 是 z 方 向 单位 矢量 
将 (7， J 1 一 8) (注意 用 4, = ip = 0) 得 场 的 能 量 


Po 一 歹 了 [Ca4): 十 Co J] ds = o2|42 ds 


比较 上 面 两 式 得 
Pa 
@ 


Ss= 
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由 半 经 典 光 量子 理论 ,一 个 光子 的 能 量 P = 四 所 以 由 上 式 得 
光子 场 的 自 旋 


Is| = Il=1 

可 见 , 光 子 自 旋 向 量 是 沙 运 动 方向 ,其 自 旋 为 1, 妈 电磁场 是 自 

旋 为 1 的 矢量 场 。 自 旋 本 来 是 量子 概念 ,电磁 场 的 自 施 :为 1, 要 用 二 

次 量子 化 理论 才能 严格 阐述 ,但 上 面 我 们 用 半 经 典 理论 方法 给 予 
说 明 。 

场 的 电荷 可 由 下 面 的 计算 得 到 .由 (3. 5 一 9) 式 , 场 的 电流 矢量 

a ac  ，。 
TRA Faas ) 
对 于 电磁 场 ,4 是 实数 ,4, 是 纯 虚 数 ,因此 场 的 电流 四 矢量 J 


三 0, 场 的 电荷 


§7.2 场 的 量子 化 和 粒子 性 


我 们 先 把 四 维 矢 势 4, 看 作为 独立 变量 进行 量子 化 ,然后 引进 
量子 场 论 中 的 洛 仑 北条 件 ,给 四 维和 撩 势 4, 之 间 适 当 的 限制 . 象 以 
前 一 样 , 把 4 和 有 认为 是 算 符 ,并 引进 如 下 的 对 易 关 系 : 当 ! 一 上 
时 ,有 

[4s(Cxz,b，m(Cx,t] 一 ibm6CGx — x ) (7.2— 1) 


其 余 各 对 算 符 之 间 都 可 对 易 。 
协 变形 式 对 易 关 系 为 必 天 妃 ) 
[4.(z),4(z' )] = iD(Gz — z!) (7.2 一 2) 
此 处 函数 D(z) 等 于 8 5. 4 中 静 质 量 m 二 0 的 4(z), 即 。 
D(z) = 4.-o(z) (7.2— 3) 


函数 D(z) 满足 微分 方程 (8 = 0) 
RD(z) = RD(z) =0 (7.2— 4) 
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一 个 波 矢 为 上 的 电磁 场 ,有 垂直 于 波 矢 * 方 向 的 振动 , 称 为 电 
磁场 的 偏振 或 光子 的 极 化 .为 了 纳入 协 变 四 维 形式 ,我 们 先 假设 有 
四 个 偏振 方向 ,所 以 对 场 做 展开 时 ,除了 按 平面 泪 展 开外 还 要 按 偏 
振 ( 极 化 ) 方向 展开 .为 此 引入 极 化 单位 四 矢量 YC), 它 代表 电 丰 
波 的 偏转 或 光子 的 极 化 ,是 一 组 (四 沾 ) 互相 正 交 的 单位 四 矢量 。 
下 标 /表示 电磁 场 4.(z) 的 第 “个 分 量 ， 
上 标 m 表 示 第 mn 个 极 化 方向 .为 今后 计 
论 方便 ,并 能 与 对 电磁 波 的 观察 相符 合 ， 
我 们 采用 动量 空间 的 极 化 坐标 系 
me)(ncoymcnc9), 取 波 矢 k 与 第 三 轴 重 
合 ,ne = 记性 与 mon 构成 右手 
坐标 系 ,时 间 轴 与 nc 正 交 ,如 图 7 一 ! 所 
不 。 

选取 四 个 单位 极 化 矢量 ,在 极 化 坐标 系 中 表示 为 

sk) = (nVk) ,0) = Cn ,nD ,ng ,0) 
a (k) = (nk) ;0) = 《Ca ,aa (2 ， 0) 
aVR) = (nV) ,0) = Cn ,n,n ,0) 
sk) 一 (0,1) = (0,0,0,1) 


图 7 一 1 


(7.2— 5) 


于 是 四 极 化 单位 矢量 具有 如 下 的 正 交 归 一 和 完备 性 : 
4 


DP RE) = baw 
(7. 2-6) 
DP RN) = 5, 


上 式 第 二 式 可 这 样 得 到 :以 a (k) 乘 第 一 式 并 对 m 求 和 得 ( 略 去 求 


和 号 ) 
ek) a (RD)e (k) 一 Omw e k) = ok) = ore 
比较 上 式 两 端 即 得 。 
于 是 电磁 场 按 极 化 方向 和 平面 波 展开 为 
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4h.(x) = 三品 dk 左 2?% [a Ck)e™ + a (kh)e-™] 
= A)(z) 十 AL+(z) (7.2-7) 
正则 共 罗 动 量 密度 
- 一 4 和 站 
mn(z) 一 和 (7) = TIT 4 ES 
。[a-(R)em 一 az (k)e—*] (7. 2-8) 


对 上 两 式 进行 反 解 ,以 e-em (k)to 乘 前 式 两 边 ,并 对 d*z 积分 ,对 x 
求 和 得 


| see CR) od,a) 


i EP 
[au CR Je't Vr + a Ck’ )e + 

1 
V2 
[au Ce )6Ck' 一 名 + as Ch’ )6G + ke et] 


1 
= dt diz 


一 (2m)%2 dsk’ 


De Ra ) 和 
- 


= (2 | bf6 or Ck) + of (ka)(— kas (— kyewo] 
3 


= (27)%? cmw 十 ee (kg)si (一 R)a2 (一 kh)ewd] 
同 理 以 je-ws 纪 (R) 乘 (7. 2 一 8) 两 边 , 对 dsz 积分 并 对 上 取 和 得 


ee 人 win = (2%)2 虐 


(aa(R) 一 el (R)s (一 kh)as (Keer) 
联合 上 两 式 求 得 


eh) = 友 | dize—eg (hk) [ko4.(z) + io(z)] 
类 似 地 , 求 得 
0D 一 [7 -局 dazemate)(R)[ko4(z) — ins(z)] 


(7. 2-9) 
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将 上 式 代入 对 易 关 系 (7. 2 一 1) 可 求 得 如 下 对 易 关系 ; 
[ao-(CR)，ar (ke )] = ok— kh) n,m=1,2,3,4 
其 余 对 易 子 等 于 零 (7. 2-10) 
引进 场 的 粒子 数 算 符 Na(k) 二 a2 (k)an(&) 将 4.《z),zo《z) 的 表 
示 式 代入 场 的 能 量 、 动 量 公式 (7. 1 一 8), (7. 1 一 7) 可 求 得 
场 的 能 量 ( 略 去 零点 能 ) 


H -| dk DNa kh) ko 


=| dsp [NCh) 十 NaCh) 十 NsCk) 十 NaCk)Jho 
(7.2— 11) 
场 的 动量 
P= | eeZw-Oox (7.2 一 12) 


以 上 所 说 的 电磁 场 量子 化 方法 ,是 以 4, 作为 独立 变量 ,把 它们 都 
看 作 是 厄 米 算 符 按照 一 般 的 量子 化 方法 来 进行 的 .在 这 种 假定 下 
我 们 可 以 把 所 得 到 的 结果 作 如 下 的 物理 解释 :电磁场 由 四 种 光子 
组 成 ,我 们 称 由 m = 1,2 所 标志 的 光子 为 模 光 子 ,由 m = 3 标志 的 
光子 为 纵 光子 ,由 m = 4 标志 的 光子 称 为 类 时 光子 或 标量 光子 。 
但 是 ,按照 上 面 的 解释 我 们 将 遇 到 (7.2 一 7) 和 (7.2 一 10) 发 
生 矛 盾 的 困难 。 因 为 我 们 把 oa: (k) 和 oa(k) 解释 为 产生 和 消灭 算 
符 , 是 假定 了 a: (k) 和 ao。 是 厄 米 共 思 的 ,就 是 说 在 (7. 2 一 7) 中 四 
矢 势 4,(z) 都 是 厄 米 算 符 , 然 而 4 = ip 在 古典 理论 中 是 虚数 , 故 在 
量子 理论 中 应 该 是 反 厄 米 算 符 ,这 就 是 产生 矛盾 的 根源 ,为 了 克服 
这 个 困难 ,有 过 好 几 种 方法 ,在 下 面 将 采用 Gupta 与 Bleuler 的 不 
定 度 规 的 方法 。 在 这 种 方法 中 , 展 式 (7. 2 一 7) 和 对 易 关 系 (7. 2 一 
10) 仍 然 保 留 , 对 于 m= 1,2,3,4, 算 符 e 与 -都 是 厄 米 共 罗 , 亦 即 
4《(z) 都 是 厄 米 算 符 ,但 把 在 希 耳 伯 空 间 标 积 的 定义 加 以 修改 ,使 
得 4(z)(i = 一 1,2,3) 的 平均 值 为 实数 及 44 的 平均 值 为 虚数 ,这 一 
问题 我 们 将 留 在 后 面 讨论 。 应 用 Gupta 一 Bleuler 方法 还 使 我 们 处 
理 洛 仑 兹 条件 和 规范 变换 特别 简单 。 
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8387. 3- ”Lorentz 条 件 


从 (7. 2 一 11) 式 我 们 看 到 电磁 场 的 能 量 包含 了 四 种 光子 的 贡 
献 。 但 实验 观察 到 的 (自由 ) 电 磁场 只 有 模 光子 ,这 是 由 于 我 们 把 
4.(z) 作 为 独立 变量 ,还 没有 加 上 洛 仑 北条 件 的 结果 .因此 我 们 考 
虑 到 在 上 述 量子 化 方法 中 还 应 该 加 上 一 个 适当 的 辅助 条 件 , 它 相 
当 于 古典 电磁 场 理 论 中 的 洛 仑 效 条件 ,使 得 纵 光子 和 标量 光子 对 
电磁 场 能 量 的 贡献 互相 抵消 。 

能 否 把 古典 的 洛 仑 兹 条 件 用 相应 的 算 符 去 代 蔡 ?假使 可 能 的 
话 , 那 末 

a4, 


= 
, 9 


于 是 算 符 3,4, 应 该 和 任何 算 符 都 可 互相 对 易 , 但 这 个 条 件 和 对 易 
关系 (7. 2 一 1) 矛 盾 , 因 为 


[ 鸡 电 ,wo] = 记 pc-z) 关 0 


所 以 我 们 不 能 把 古典 洛 仑 效 条 件 简单 地 报到 量子 电磁 场 中 。 

为 了 寻求 量子 电磁 场 理论 中 洛 仑 效 条 件 的 适当 形式 ,我 们 考 
虑 到 一 个 古典 物理 量 9 在 量子 物理 中 就 相当 于 算 符 9 的 平均 值 ， 
因此 量子 电磁 场 理论 中 的 洛 仑 兹 条 件 (Jermi,1932) 应 该 满足 如 下 
的 条 件 


<| 唉 .| >= 0 (7.3— 1) 


这 里 | > 代表 态 函 数 , 上 式 的 意义 是 在 所 有 可 能 的 态 函 数 中 只 有 
使 算 符 3-4. 的 平均 值 等 于 零 的 那些 态 函数 才 代 表 客 观 可 能 存在 的 
物理 态 .也 就 是 说 ,在 古典 理论 里 对 4,(z) 本 身 加 以 限制 的 洛 仑 效 
条 件 , 现 在 转移 到 对 光子 的 物理 态 加 以 限制 ,使 在 实际 可 能 出 现 的 
光子 物理 态 中 ,3,4, 的 平均 值 等 于 零 。 
容易 看 出 满足 (7. 3 一 1D) 式 的 充分 条 件 可 写成 
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《一 )| 
Em (7.3— 2) 


or, 
因为 上 式 的 厄 米 共 气 关系 为 
A+) 
< | 次 = 0 (7.3— 3) 
故 < | 如 >=< lan + e451> 


=< |34m|>+< 34 人 | > 一 0 
即 满足 (7. 3 一 1) 式 的 要 求 ,以 后 我 们 以 (7. 3 一 2) 式 作为 量子 化 后 
的 洛 仑 兹 条件 。* 
条 件 (7. 3 一 1) 改 写 为 动量 表示 .由 (7. 2 一 7) 式 可 得 


247(z)__1 1 女 ，c 
Ek vc ed 


在 动量 表象 中 , 按 (7. 2 一 6) 式 规定 :sf 只 有 空间 分 量 ,s 只 有 
时 间 分 量 , 即 P 关 0， se 二 0; 4s == 0,e9 = 1 冯 0, 于 是 
ga 人 一 Me 十 ef 二 0 《和 nm 正 交 ) 
kD Ck) 一 He 十 ke = |k| = | 
eg) 一 befo + tego = iko 
(7.3-4) 


二 1 ,co eae 
94,(z) = To] 星 2 J Ck) Can Ck)e™ 一 az (kh)e-~] 
利用 (7. 3 一 4) 有 
32.42) 一 世态 本 | 必 [aa 十 me | 
。 值得 指出 ,好 象 以 au4x(z)| 之 一 0 作为 洛 仑 兹 条 件 比 (7. 3 一 2) 式 更 直接 一 些 ， 
但 这 个 条 件 是 不 可 能 的 . 例如 , 它 和 真空 态 的 定义 太 -*(z)10 > 一 0 相 矛 盾 。( 阅 


Soromooe 量 于 场 导论 一 书 ) - 
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afhp(z) 一 一 | dk | [es CD + i Ch) Je~ 


(7. 3-5) 
所 以 3,4 小 (z)| 之 一 0 和 < |344(z) = 0 相当 于 
[as(k) 十 | >=0 } 0 36) 
< |[af (k) + ia? (k)] = 0. 


由 (7. 2 一 7)4,(z) 的 表达 式 和 (7. 3 一 4) 极 化 单位 矢量 so) 的 性 
质 可 知 
4i(z) ~ [as Ck)e™ 十 ay (kh)e-~] (7.3 一 7) 
取 厄 米 共 厄 
At(z) ~ [at (k)e~® + (af (k))+em] (7.3— 8) 
因为 h(z)=ip 是 纯 虚 数 , 应 对 应 于 反 厄 米 算 符 , 即 应 该 有 4tf(z) 
一 一 h(z), 即 
[ete-> + (of )+ ew] 一 一 [owe 十 ate~™] 
对 比 得 (a)+=— a? (7.3— 9) 
可 见 a 和 a? 是 互 为 反 厄 米 共 厄 . 同 理 ,由 于 4(z) 为 实数 ,对 应 于 
厄 米 算 符 e 和" 互 为 厄 米 共 厄 算 符 , 即 
at 一 ai 《7.3 一 10) 
利用 上 述 关 系 和 (7. 3 一 6) 可 证 
[Cos 十 ia0)| >J]+=< |(of 一 it 一 < | +iat)=0 


(7. 3-11) 
所 以 Lorentz 条 件 可 写成 
(os 十 ia0)| 之 一 0 或 < 1 +iat)=0 
(7.3 一 12) 


于 是 , 纵 光 子 和 标 光子 的 贡献 (粒子 数 平均 值 ? 
< |(Ns 十 NoD)| 二 = 一 1Ceqyas 十 afa0 | 二 
= 去 < I[Ca? 十 iaf )(as 一 za) 
十 (q —iaf)(las tia)]|> 
=0 (7.3 — 13) 
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”上 式 的 物理 意义 是 ,在 量子 场 论 中 ,Lorentz 条 件 ( 修 正 的 Lorentz 条 
件 ) 导 致 对 物理 态 中 纵 光子 和 标 光 子 总 和 等 于 零 的 限制 . 


§7.4 不定 度 规 


修正 后 的 Lorentz 条 件 ,解释 了 实验 上 观察 不 到 的 纵 光 子 和 标 
光子 ,它们 对 物理 量 的 贡献 答 此 抵消 。 但 是 , 仍 未 能 衔 底 解 决 整个 
理论 的 协 变 性 疝 题 ,电磁 场 和 撩 势 的 第 四 分 量 和 4(z) 仍 然 是 反 厄 米 算 
符 .1950 一 1951 年 间 , 古 普 塔 和 物 劳 楼 (Gupta and Bleuler) 提 出 了 
不 定 度 规 的 量子 化 方法 ,将 量子 力学 的 数学 形式 加 以 扩充 .进一步 
确定 了 标 光 子 和 纵 光 子 的 关系 ,同时 又 使 4(z) 成 为 厄 米 算 符 ,使 


整个 理论 满足 协 变性 要 求 。 
1. 不 定 度 规 的 概念 
首先 介绍 几 个 关于 度 规 的 概念 
(1 时 、 空 度 规 时 空 度 规 是 对 失 量 的 分 量 和 长 度 的 一 种 规 
定 。 
三 维 欧 鲸 空间 
矢量 五 一 (ziyzazs)》 B= (np) 
长 度 昭 一 和 azdr 之 0 } 
dp =6dipdys > 0 正定 度 规 
度 规 张 量 是 单位 矩阵 
1 0 0 
=|0 10 
0 0 1 
四 维持 区 空间 ( 闵 氏 空间 ) 


矢量 zp 一 (xyz4) = (x,i) 2 一 (p，,74) = (psip0) 


长 度 3 一 bd 一 de 一 df 一 全 不定 度 规 
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d 了 一 udpdp, = dp? 一 dp 
度 规 张 量 是 单位 第 阵 
(2) 重 于 力学 中 度 规 ( 希 尔 伯 特 空间 》 
态 矢 模 方 二 | 二 之 0 几率 为 正 ( 正 定 ) 
了 平均 << IF| > 厄 米 算 符 期 待 值 为 实数 
<<|P| >+ 一 < 1P+ | > 一 < 1P| > 
2. 不 定 度 规 量子 化 
将 量子 力学 中 度 规 概念 加 以 扩充 ,引进 一 个 厄 米 度 规 算 符 


9+ 二 7， 六 二 1 


宇 0 物理 态 
态 欠 模 方 <1o1 > 这 4 
有 平均 值 < |9z| > (7.4 一 2) 
做 了 上 述 扩充 之 后 , 态 矢 模 方 可 能 是 正 值 或 负 值 , 因 此 ? 称 为 


不 定 度 规矩 阵 。 
另外 ,引进 不 定 度 规 算 符 , 做 了 上 述 扩充 之 后 ,即使 算 符 P 是 
一 个 厄 米 算 符 , 它 的 平均 值 可 以 是 实数 ,也 可 以 是 虚数 , 即 


实数 [7,F]=0 ~ 

A 04 
这 就 是 说 ,对 应 于 实数 的 力学 量 其 算 符 是 厄 米 算 符 ,与 9 满足 对 易 
关系 .对 应 于 一 个 虚数 的 力学 量 P( 如 4), 其 算 符 仍然 可 以 是 厄 米 


算 符 ,只 不 过 它 应 满足 反对 易 关 系 


[9,FJ]+=0 
证 明 如 下， 


<IFl>+t=<|rtr|>=<|Fy|> 
-{ <lsr|l> (7»F]=0 实数 
一 < lzpl> ([r,Fj+=0 虚数 ) 
古 普 塔 和 劾 劳 楼 建议 ,四 维 势 4 4、.4,、4 全 部 都 用 厄 米 算 符 来 代 
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表 , 由 于 观察 到 的 A 的 平均 值 都 是 实数 ,而 观察 不 到 的 4 认为 它 
的 数值 是 患 数 ,所 以 他 们 假定 
[A4,7]] =0 [4 四 + 一 0 《7.4 一 4) 
在 这 里 44(z) 己 经 认为 是 厄 米尔 算 符 ,这 样 就 消除 8 7. 2 中 (7. 2 一 
7) 式 和 对 易 关 系 (7. 2 一 10) 的 矛盾 , 故 以 前 所 述 的 电磁 场 量子 化 的 
形式 可 以 完全 保留 不 变 。 和 (7. 4 一 4) 式 相对 应 ,有 
[a(k),7]=0 [ar (k),9J=0 j=1,2,3 


[as(k) ,7]+= 0 [ar (k) ,9J+= 0 (7. 4-5) 
在 引进 不 定 度 规 之 后 ,Lorentz 条 件 相应 地 修改 为 
24, 
< 1 和 >=0 (7.4 一 6) 
即 < yaslk) + ia(k))|>=0 


< yo? (k) + iaf (k))| >=0 } (7. 4-7) 
上 述 的 Lorentz 条 件 (7. 4 一 7) 式 可 简写 成 

(oa(k) + iaslh))| >=0 (7.4— 8) 
因为 由 上 式 有 

(as(k) 十 at >= 0 (7.4 一 8) 
注意 到 引入 不 定 度 规 之 后 ,44(z) 已 经 是 厄 米 算 符 ,于 是 应 有 4+ (z) 
三 44(z)。(7. 3 一 9) 改 写成 


(akd(R))+ 一 az (k) (7.4 一 9) 
《7. 3 一 10)at+ = or 不 变 ,利用 对 易 关 系 (7. 4 一 5), 对 (7. 4 一 8) 取 厄 
米 共 恩 得 
<i(t—iat = | — iat)n =< ras + iat)=0 
(7.4— 10) 
于 是 


in Nt NI >=< 19(aya + ata)| > 


= 于 < — iat Yes + iod) + Gas + iat) as — ia)J| >=0 


(7.4— 11) 
138 


最 后 一 步 用 了 (7. 4 一 8) 和 (7. 4 一 10)。 上 式 表 明 , 由 于 修正 后 的 
Lorentz 条 件 的 限制 ,导致 了 纵 光 子 和 标 光子 对 电磁 场 能 量 、 动 量 
等 物理 量 的 贡献 互相 抵消 ， 人 
子 C(N 和 Nz) 有 关 。 
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第 八 章 ”Green 函数 


量子 场 (粒子 ) 之 间 的 相互 作用 ,导致 场 的 激发 (粒子 的 产生 ) 
和 场 的 激发 的 消失 (粒子 的 消灭 )。 这 些 相互 作用 是 通过 波 函 数 在 
时 空中 的 传播 来 实现 。 由 于 信号 的 传播 速度 有 限 , 任 一 时 空 点 (z) 
的 场 变 量 , 不 可 能 同时 产生 影响 传播 到 另 一 时 空 点 (z ) 而 起 作用 ， 
但 却 可 以 在 另 一 时 刻 ( 另 一 时 空 点 ) 起 作用 。 为 描述 场 的 这 种 传播 
特性 ,我 们 引进 场 的 传播 函数 一 传播 子 , 即 本 章 所 要 讨论 的 Green 
函数 。 


8 8.1 Green 函数 的 形式 定义 


1 阶梯 函数 
为 了 讨论 的 方便 ,我 们 进一步 研究 前 面 引 进 的 阶梯 函数 9 
《40) , 它 一 般 地 写成 : 


oC) 人 :> (8.1 一 D) 
T)= 了 
0 T<0 


Cauchy 留 数 定理 
ff Cao = 2miaufG) = 2m[o 一 57(o]| 一 
可 改写 成 
了 f(G) = 于 do (8.1— 2) 
利用 上 式 ,可 将 阶梯 函数 写成 


起 人 
9007) = im 24 oT 


其中。 表示 在 。 复 平面 上 的 闭合 曲线 ,比较 上 面 两 式 ,相当 于 
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(8.1— 3) 


fo) = 一 | 5 二 一 如 即 o 二 一 上 时 存在 一 个 极点 (处 于 实 轴 下 
方 ), 如 图 8 一 1。 

为 了 使 (8. 1 一 3) 满 足 定义 式 (8. 1 Ino 
一 要 求 ,积分 路 径 应 选取 下 面 规定 : 

当 7r>0 时 , 取 C=01, 即 沾 实 轴 下 | 2 
方 无 穷 大 半 图 积分 。 这 时 可 保证 被 积 Reo 
函数 按 指 数 天 ,使 积分 意义. 利用。 7 
高 斯 留 数 定 理 (8. 1 一 2) 式 , (8. 1 一 3) 
变 成 图 8 一 1 

0nD =limf(—%) =lime "=1 (8.1—4) 

再 考虑 到 C, 下 半圆 的 半径 为 co, 沿 该 无 穷 大 半圆 弧 的 积分 为 竺 ， 
故 沿 C, 的 积分 等 价 于 沿 实 轴 ( 一 oo,oo) 的 积分 ,因此 有 


6(r) = pa (8.1 一 5) 
D2m)_ooti® : 


当 T+<0 时 ,车 取 C=C;, 积 分 闭合 曲线 不 包围 极点 一 总 ,积分 为 
零 。 因 此 , (8.1 一 5) 式 可 做 为 8(7) 的 明显 表达 式 。 对 上 式 取 导 数 
有 


GD 1 ol 
sD = eo = 去 三 aoc. 1 一 6) 


2. Green 函数 的 形式 定义 

为 给 出 Green 函数 的 形式 定义 和 帮助 理解 它 的 物理 涵义 ,我 
们 以 粒子 受 势 场 的 散射 为 例 进行 说 明 。 设 自由 粒子 从 无 穷 远 处 射 
入 到 势 场 V(x), 受 势 场 散 射 后 又 出 射 到 无 穷 远 处 .这 过 程 中 , 波 函 
数 是 随时 间 演 化 的 非 定 态 解 ,求解 这 个 问题 其 方法 之 一 ,自然 可 
以 借助 Schradinger 方程 

(Ci 一 万 )%(z) 一 0 (8.1—7) 
其 中 = 一 起 VtV(x) 
求解 出 y(z)。 另 外 ,还 可 以 借助 惠 更 斯 (Huygens) 原 理 , 按 波 的 失 
加 得 到 任意 时 刻 , 任 何 时 空 点 的 解 p(z' )。 两 种 方法 所 得 结果 应 该 
是 等 价 的 。 按 Huygens 原理 ,假定 #(z) 在 某 时 刻 为 已 知 , 则 在 时 刻 
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t 波 阵 面 上 各 点 x 均 可 看 作 新 的 波源 ,从 它 出 发 传播 (发 射 ) 新 的 
子 波 。 时 刻 # 到 达 x 点 的 新 波幅 y(x' ,* ) 应 该 正比 于 产 来 波幅 9 
(z), 其 比例 常数 为 好 (z ,z) , 按 Huygens 原理 ,在 时 刻 二 ,x' 点 总 
的 波幅 应 为 


pz )= | dszG(z' ,z)p(z) tt .(8. 1—8) 


式 中 G(z' ,z) 称 为 Green 函数 ,在 量子 场 论 中 又 称 为 传播 函数 或 
传播 子 , 它 表示 时 刻 人 空间 点 = 的 波 函数 %(z) 对 时 刻 ,zx' 点 新 
波 函数 ”%(z) 的 影响 .只 要 知道 体系 的 Green 函数 ,就 可 以 从 给 定 
的 波 函数 %z), 求 出 任何 时 空 点 的 新 波 函 数 %(z)。 因 此 ,Green 函 
数 解法 等 价 于 解 Schradinger 方 程 。 

3. Green 函数 的 微分 方程 

从 (8. 1 一 8) 式 出 发 ,可 以 导出 6(z' ,z) 所 满足 的 微分 方程 . 借 
助 阶梯 函数 可 将 (8. 1 一 8) 式 改写 为 对 任何 时 刻 都 满足 的 形式 


9 — Ys) 一 ioc 5z)%(z) 
用 算 符 (i9o 一 H' ) 作 用 于 上 式 两 边 ,注意 到 Schrédinger 方程 对 任何 


时 刻 坟 的 Y%(z' ) 都 成 立 , 以 及 (8. 1 一 6) 式 ,可 得 
(i9 0 — H')[OC( — Oz = b(t — ylz') 


中 cz 一 H' )G(z' ,z)%(z) 


利用 Suz ) = 5 ee 一 du 
上 式 写成 
(0 -Dasce-= J)dsz=i| dsz(8; —H' Gz’ ,2)¥(z) 
由 于 %(z) 的 任意 性 , 故 有 
(ia 一 到 )G(z ,本 一 6(z 一 坊 (8.1—9) 
上 式 就 是 Schridinger 方程 的 Green 函数 所 满足 的 微分 方程 .根据 
假定 ,边界 条 件 为 
ez ,5) lia=0 (C8. 1—10) 
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对 于 自由 粒子 ,下 一 一 起 ,> 从 = 时 空 点 的 单位 子 波 源 发 出 而 
到 达 z 时 空 点 的 波 , 仅 依赖 于 间隔 (z 一 力 , 所 以 (8. 1 一 9) 式 可 写 
成 

(ay + 起 96Gz 一 ?一 6 人 zx 一 (8.1 一 10) 


这 就 是 自由 的 非 相对 论 微观 粒子 ( 它 的 波 函 数 满足 不 存在 势 场 时 
的 Schrodinger 方程 ) 对 应 的 Green 函数 所 满足 的 微分 方程 。 
类 似 地 ,可 以 求 得 其 它 自由 场 的 Green 函数 所 满足 的 微分 方 


程 

Klein 一 Gordon 场 ( 习 一 m2)G(z' 一 z) 一 一 6(z' 一 z) 】 

Dirac 场 (pa 十 m)GGz —z)=—6(2 a 1—12) 
电磁 场 RG(z' 一 z) 一 一 6(z' —z) 


分 别 求 解 各 方程 ,可 得 各 种 场 的 Green 函数 。 


8 8. 2 标量 场 的 传播 函数 


标量 场 一 般 写 成 ( 见 5. 2 一 24) 
gp(z) = pz) 十 p+ (2) 


or 一 二 可 | 3 和 


dk 


Ce kez 


9"(z) = 9 H(z) + 9 tz) 


‘0 = tn| rr bk) 
9 CR) ae 


‘m0) = gm| dE ge (k) 
GW Sa 
1. 协 变 对 易 关 系 
[mw(z),m"(z' )] 
一 [Cpc+)(z) + gO)), pH) + "Hz ))] 
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gz) 一 


一 [pcb(z) ,pH )] 十 [oz) ,9* He’ )] 
+ [gs) ,pg Hs) 十 [pz) ,ps )] 
《8.2 一 1) 
注意 前 式 有 
[pz) ,9° Hs )] ~ Lb* Ck) sa" Ge )J=0 
[gs) ,9° Oe) ~ [alk) ,8k )] = 0 
[pz) ,9p* Hx )] 
3 
| i Ch) ,8k )] 
一 一 三村 hd sry eds —k') 


2 Vo 


Wi 1 dx 一 在 Ce 一品 )》 
一 02 7? 


=iA™(z— + ) (8.2 — 2) 


同 理 [ga) ,9* he es | pi 
=iAH(z—# ) (8.2—3) 
联合 上 面 结 果 有 
{pCz) ,9° Cz )]=iA™(z—z )+iA ts—s ) 
=iA(z—7z) (8. 2 一 4) 
这 结果 与 (5. 1 一 50) 一 致 。 
2. 函 数 4'#+)(z)、4(z) 的 回路 积分 表示 
由 (8. 2 一 2) 和 留 数 定理 ,我 们 可 将 4+) 在 复 平面 上 用 回路 
积分 表示 出 来 . 即 
-i 
-本 
最 后 一 步 利 用 了 留 数 定理 (8. 2 一 5) 
TO = 二 中 让 ak 


(tb 一 1 
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f(b) 一 产 和 区 mm>0 (8.2— 6) 


利用 z 十 号 一 噬 一 已, (8. 2 一 5) 改 写成 


1 ~ 
4cb(z) = em oa 关 二 (8.2 一 7) 


上 式 是 有 明显 的 Lorentz 不 变形 式 。 
类 似 地 
i fa em 
ap -gl > 
1 去 | i 
et 2 (tb 十 Se (Ch 一 oh) 
EC 
=075) I 上 到 十 刺 
联合 上 两 式 可 得 


A(z) = 4CH(z) 十 AC(Cz) 一 


《8.2 一 8) 


1 ee 
le 二 干 款 
积分 回路 c+ 和 C 如 图 8 一 2 所 示 (8. 2 一 9) 


图 8 一 2 


3. 传播 函数 4(z) 
量子 标量 场 的 传播 函数 定义 为 
如 (z 一 z ) 一 6(t 一 [pc (z) ,Pp +z )] 
十 6(t 一 ! Dp Hz ) pt(z)] 
=0(t—# AD x )—0( —t)AP(z—zs ) 


-| 中 ec- 有 ec 十 0 一 De 


(8. 2 一 10) 
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MACH(z 一 m )， zo 一 0o>0 
—iA™(z—z’), zo 一 z 0o<0 
(8. 2 一 11) 
可 见 , 当 m 一 zf > 0 时 ,第 一 项 不 为 零 , 先 在 z 点 ,由 
"hh(z' ) 产生 一 个 标量 介子 ,传播 到 = 点 被 "二 (z) 消灭 ,如 图 8 
一 3a 所 示 . 当 za 一 =。< 0 时 ,第 二 项 起 作用 ,表示 在 z 点 pcb(z) 
产生 一 个 标量 介子 ,传播 到 z 点 被 p* 中 《z' ) 消灭 ,如 图 8 一 35 所 
示 。dhr(z 一 z* ) 代表 量子 介子 场 在 (z,z' ) 点 之 间 传播 的 总 效应 如 
图 8 一 3c 所 示 . 由 (8.2 一 10) 可 见 ,4r(z 一 z ) 对 z 一 z 是 偶 函 数 ， 
故 总 传播 效应 是 无 方向 性 的 ,所 以 在 z 和 z 点 之 间 用 一 条 无 方向 
的 波纹 线 表示 。 


人 


c) 
Re 4r(z 一 z ) 传 播 子 
图 8 一 3 
利用 留 数 定理 ,将 前 式 换 成 在 k 复 平面 上 积分 .对 (8. 2 一 10) 
做 变换 z 一 z' 一 z, 则 当 zo>0 时 ， to 仅 存 第 一 项 为 


1 从 一 :1 ee 一 aro 
en Een hk oh Ent ee 


Ar(z—z! | 


(8.2 一 12) 
积分 回路 y 是 在 下 半 平 面 无 限 大 半圆 上 闭合 。 在 极点 处 留 数 为 
当 zo 过 0 时 , (8. 2 一 10) 式 只 存 第 二 项 
和 区 一 Deantmm 
dk er dj 一 aro 
ke Ee “志和 Ee (2.2— 13) 
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积分 回路 必须 在 上 半 平 面 的 无 限 大 半圆 上 闭合 ,在 极点 = 一 
处 留 数 为 
Pd] 


和 


综合 上 面 两 式 ,考虑 到 在 无 限 大 半圆 弧 上 积分 为 零 , 则 有 


1 
te be zr 


ea 
一 CA | au om Tm) 
ke dt 人 Ei (8.2 一 14) 
积分 回路 如 图 8 一 4 所 示 。 显 然 这 是 一 个 Lorentz 不 变 传播 函数 。 

为 了 今后 应 用 的 方便 ,我 们 可 以 er 
移动 极点 使 == 土 o 干 ,于 是 (8.2 
一 14) 式 可 改写 成 (一 0) i 


co . . 
hr(z) = lim ,| 下 二 一世 十 Reh 
(8. 2 一 15) 
将 4r(z) 作 Fourier 变换 ,有 图 8 一 4 


4r(z) = [ee “a te A,(k) (8.2 一 16) 


对 比 上 两 式 得 到 在 四 动量 空间 的 传播 本 数 


Ar(z) =lim: (8. 2 一 17) 


lm 
这 是 一 个 很 有 用 的 表达 式 ( 为 简明 ,书写 时 常 略 去 微量 :) ,在 今后 
- 计算 中 常常 用 到 .容易 得 到 
(或 一 ma?)4r(z) 一 好 (z) (8. 2 一 18) 
4. 推迟 和 超前 传播 函数 A 人 ~ 
推迟 和 超前 传播 函数 分 别 定 义 为 : 


1 地 
a) ~ hy | 天生 训 | 
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em 
4(z) 一 Ke | (8.2 一 19) 


其 积分 回路 如 图 8 一 5 所 示 

对 推迟 传播 函数 Ae(z) , 当 zxo>0 时 ， 
其 积分 回路 是 沿 实 轴 在 下 半 平 面 构成 无 
穷 大 的 半 贺 闭合 回路 ,不 为 零 ; 当 zs<0 
时 , 它 等 于 零 .这 也 就 是 被 称 为 推迟 传播 
函数 (Green 函数 ) 的 原因 , 即 
(> zo>0 

0 z<0 

同样 ,对 超前 传播 函数 Au(z), 当 xm<0 时 其 积分 路 径 沿 实 轴 
在 上 半 平 面 构成 无 穷 大 半圆 闭合 回路 ,不 为 零 ;zo>0 时 , 它 等 于 
零 ,所 以 称 为 超前 传播 函数 , 即 


4-(z) 一 


(8. 2 一 20) 


0 zw0>0 
人 全 一 a zm<0 
容易 得 到 
(天 一 m2)Av(z) =(B— m) Li 三 7 ee 
— ts 一 一 6(z) (8.2 一 21) 
同 理 
(RB—m’)Aw(z)=—6(z) (8. 2—22) 
由 此 ,我 们 可 以 得 出 结论 :有 限 回 路 的 积分 Ad?(z)、A(z) 满 足 齐 次 
Klein 一 Gordon 方程 
( 严 一 m2)ACz) 一 0 } 
(B—m)At(z) =0, 
面 无 限 回路 的 积分 ,Ar(z),A<(z),A(z) 满 足 含 有 单位 涯 (用 函数 
6(z) 表 示 ) 的 非 齐 次 Klein 一 Gordon 方程 , 故 这 些 函 数 又 称 为 Green 
函数 。 
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(8. 2 一 23) 


(BR—m)Ar(z)=w6(z) | 
(BR—m?) Am(z)=—6(z) | (8. 2 一 24) 
(PB—m)Aw(z)=—6(z) 


§ 8.3 电磁场 的 传播 函数 


以 前 面 标量 场 的 讨论 为 基础 ,按照 同样 的 理论 模式 ,可 得 到 电 
磁场 的 有 关 函 数 。 

电磁 场 和 标量 介子 场 都 是 具有 整数 自 旋 的 粒子 (Boson), 因 而 
理论 模式 有 许多 类 似 的 地 方 , 只 不 过 电磁 场 是 一 种 四 维 矢量 场 , 因 
而 有 好 个 分 量 (每 个 分 量 相当 于 一 个 标量 场 )。 因 此 ,只 需 将 标量 场 
所 得 结果 , 令 m= 0, 并 适当 注意 电磁 场 的 矢量 性 质 , 有 4 个 分 量 , 即 
可 得 到 对 电磁 场 适用 的 公式 。 

1. DCt)(z)、D(z) 函 数 

电磁 场 算 符 写成 (由 (7. 2 一 77) 


1 1 < pe 
A,(z) er 7 十 as (k)e-=] 


一 4 人)(z) 十 44+)(z) 


容易 得 到 
[42) ,A Cz JD (zs a es 
LASt (2), A Cz’ =D (sz—z’ )6m 
其 中 
Deb(z) = En et (8.3— 2) 
定义 D(z)=D (zs)+DO(z) 
则 得 协 变 对 易 关 系 


[4,(z),4(z' )J= [Az), At (zs )J+ [LACz) ATCz’ )] 
=i[D H(z—z’ ) 十 DC(z 一 2 )]6, 
=iD(z—z! )6, (8. 3—3) 
与 标量 场 对 比 有 
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ee 


D+)(7) = 4c)(z)|。-。 一 d 针 三 


2 
27)Y er 
D(z) = 4(z)|。-。 一 ek 生字 (8.3— 4) 


可 见 pt(z)、D(z) 都 是 Lorentz 不 变 函数 。 
2. 传播 函数 Dr (z) 
电磁 场 的 传播 函数 定义 为 
Dr(z 一 z )= 一 6cDr(z 一 z ) 
一 9 一 )LAT(z) ,AS+(z)] 
十 6(t —t) [A (z’ ), A+ (z)] (8. 3 一 5) 
将 (8.3 一 1) 一 (8. 3 一 3) 代 入 上 式 得 
Dr(z 一 zm ) 一 0 一 1 人 z')— 0 — iD (zs — 7') 
1 
T0077 志 


种 [ed — p Yere-e) + Olt 4 Ye-ae-e)] 


(8.3— 6) 


2D'+)(z 一 om )， zo—z'0o>0 
Dy(z—z! = ss oO 《8. 3 一 7) 
由 (8. 3 一 5) 可 见 , 当 zo>z'。 时 ,第 一 项 起 作用 ,其 物理 涵义 
是 : 先 在 z 时 空 点 由 算 符 4+(z' ) 产 生 一 个 "分 量 的 光子 , 它 向 
时 空 点 z 运动 ,到 达 z 点 时 ,转化 成 上 分 量 的 光子 ,被 算 符 4 (z) 
潭 灭 ,如 图 8 一 6a 虚线 所 示 ; 当 z' o>zo 时 ,第 二 项 起 作用 , 先 在 z 时 
空 点 ,由 算 符 4S+Xz) 产 生 一 个 4 分量 的 光子 ,到 达 z' 时 空 点 处 ， 
转化 成 ,分 量 的 光子 ,被 算 符 4-(z) 潭 没 ,如 图 8 一 62 虚线 所 示 。 
由 与 (8. 3 一 5) 等 效 的 (8. 3 一 6) 可 见 ,D(z 一 z' ) 是 z 一 z 的 偶 函 数 ， 
当 z 一 z 一 一 (z 一 z ) 时 ,Dr(z 一 z' ) 不 改变 ,所 以 它 的 总 传播 效应 
是 无 方向 性 的 , 故 用 无 方向 的 虚线 段 图 8 一 6c 表示 电磁 场 的 传播 
函数 。 
用 类 似 上 节 的 做 法 ,借助 留 数 定 理 ,将 (8. 3 一 6) 变 成 复 to 平 面 
上 积分 ,最 后 得 电磁 场 D(z) 的 协 变 形式 、 
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7 ' 
7 i 7 高 5 
/ / E 
dz < 
a) b) 1! 
图 8 一 6 
一 im- 二 人 ”de Ey 
D(z) 一 lm 7 dt 天 一 放 (8.3 一 8) 
其 Fourier 变换 式 
一 # 
DCD=limF 5 (8. 3—9) 


同上 节 一 样 ,为 了 书写 方便 ,上 两 式 常 略 去 微量 。 和 极限 符号 不 
写 ,但 应 理解 为 pr(z)、Dr(t) 由 上 两 式 表示 。 
另外 ,可 证 D(z) 满 足 齐 次 达 朗 伯 尔 方程 
BD(z) = HAs) |--o) = (34(z))| -一 0 
(8.3 一 10) 
Ds《z) 满 足 单位 源 的 非 齐 次 达 朗 伯 尔 方程 


b 


PDs(z) = 二 je 12) i 
一 好 (z) 
所 以 六 (z) 就 是 电磁 场 方程 3%h4,(z)=0 的 Green 函数 。 


§ 8.4 旋 量 场 的 传播 函数 


利用 前 面 第 六 章 8 6. 3 的 结果 ,按照 前 两 节 的 理论 模式 ,可 以 
得 到 旋 量 场 的 传播 函数 。 
1. Scb(z)、SCz) 函 数 
对 旋 量 场 , 按 第 六 章 8 6. 3, 有 如 下 协 变形 式 的 反对 易 关 系 
[2) ,$s Cz )]+ 一 一 好 外 )(z 一 z ) 
[S12) ,$2 )J+=— i (2 — x ) 
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[$2) ,pz )]+=— iSi(z ~ z') | (8.4— 1) 


其 中 Sect)(z) = (yrm)A4 tz) } 
S(z) 一 (y%, — m)4(z) (8.4— 2) 
将 (y3, 十 m) 作 用 于 上 式 两 边 , 则 有 


(ps0s+m)S Ezz )= (y+ m) (yD,—m)A tz—z! ) 
= (00,—m’)4t)(z—z ) 
= [FC p30, — m4 (sz ) 
=(P—m)A4tXz—z =0 
上 式 最 后 一 步 用 了 4‘+Xz 一 z) 满 足 Klein 一 Gordon 方程 .可见 SC 
《z 一 z!' ) 满 足 Dirac 方程 , 即 
(ya + m)St(z—z)=0 
同 理 (pa + mS(z—z)=0 } 
2. 传播 函数 Sr(z 一 z ) 
旋 量 场 的 传播 函数 定义 为 
Sr(z — z )oo 一 9 — 6 Ys) ,Pts 7]+ 
一 9(t 一 上 LY ,$2) J]+ 
一 (一 y+ mLiolt — 6 )4+t(z 一 2 ) 
— b(t 一 1 人 4C)(z — x )] 
= (~ ya 十 mm)ordr(z 一 2 ) (8.4 一 4) 
上 式 最 后 一 步 用 了 (8. 2 一 10) 式 。 
由 (8, 2 一 16)、(8. 2 一 1) 有 标量 场 传播 函数 (t->7?) 


(8.4 一 3) 


4r(z) = lim me pF 二 


代入 得 
@r(s—r) 
Sr(z — 1) = (— yt m)Adim 一 一 mm 和 元 二 天 一 避 
(8.4— 5) 


用 (ya. 十 m) 从 左边 作用 于 上 式 得 
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etc) 


2 + m8 ~ 2) = mlim | 


ez dp + mi 


es—#) 


wal FC— nm) 天 二 一 


= diper =— id(z— x ) 


可 见 ,S,(z 一 z' ) 满 足 单位 源 的 Dirac 方程 , 故 又 
叫做 Dirac 方程 的 Green 函数 。 
从 Sr(z 一 z ) 的 定义 可 看 出 。- 


它 的 物理 涵义 。 当 zx>z'o 时 ， zm>z。/ zx<z。 


《8. 4 一 4) 的 第 一 项 起 作用 ,这 表 
示 在 z' 点 由 算 符 六 tv ) 产生 a 
一 个 电子 ,而 到 达 z 点 时 被 算 符 


%-)(z) 潭 没 挤 , 如 图 8 一 7ai 国 8 一 ? 


(8. 4 一 6) 


c) 


当 zo<z'o 时 ,第 二 项 起 作用 ,这 表示 在 z 点 由 算 符 儿 +(z) 产 生 一 
个 正 电 子 ,到 达 z' 点 时 被 算 符 约 -(z' ) 潭 没 掉 , 如 图 8 一 75; Sr(z 一 
2z' ) 是 综合 两 者 ,代表 由 z 点 到 z 点 正 \ 反 粒 都 有 贡献 的 总 的 传播 


效应 。 
将 (8.2 一 10) 代 入 (8. 4 一 4, 利用 (8. 4 一 2) 得 


SrGz 一 zx ) 一 一 ( a 
7(z 一 2 )=— (3,—m 全 汪 
Ga 当 zo>z。 


Tish (sz ) 当 z<z。 


一、 


上 式 也 可 写成 
Sr(z—z! ) 一 一 (2 一 可 )4r(z 一 民 ) 


或 将 4(z 一 z ?代入 并 利用 疡 一 zzrp 一 22. 得 


(8. 4 一 7) 


(8. 4 一 8) 


So(z 一 愉 》 亏 et pe (8.4 一 9) 
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第 九 章 ”量子 场 的 相互 作用 


§ 9.1 相互 作用 的 描述 


在 前 面 我 们 己 经 看 到 ,一 个 量子 化 了 的 场 系统 可 视 为 同类 粒 
子 的 集合 ,如 果 按 照 动量 分 类 ,并 设 动量 有 分 立 的 值 所 ,kz… 等 , 则 
这 个 集合 的 态 由 占据 各 种 动量 数值 的 粒子 数目 was… 等 决定 , 故 
在 这 种 表象 中 , 态 函数 可 表示 为 y(m,,™,…) ,表示 具有 动量 A 的 
粒子 ww, 个 ,动量 心 的 粒子 wu 个 …。 如 果 两 个 场 发 生 相 互 作用 ,作用 
后 ,两 个 场 都 发 生变 化 ,而 这 种 可 观察 到 的 变化 就 是 占据 各 个 态 
(相应 于 不 同 动量 ) 的 粒子 数目 的 变化 ,我 们 就 是 利用 这 一 观念 来 
描述 场 的 相互 作用 .为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 用 下 面 直观 的 图 象 做 比 
喻 。 

设 在 一 方 箱 中 (图 9 一 1e》 有 由 许多 各 种 动量 的 电子 组 成 的 系 
统 , 一 个 动量 为 xu 的 电子 和 箱 壁 碰 擅 后 反 跳 回来 ,动量 变 成 bz, 这 
样 我 们 就 可 以 把 这 种 相互 作用 描述 为 消灭 了 一 个 动量 为 hh 的 电子 
和 产生 了 一 个 动量 为 ;的 电子 ,由 于 这 些 电子 是 不 可 区 分 的 同类 
粒子 , 故 认 为 反 跳 回来 的 电子 是 原来 的 电子 或 是 新 的 电子 都 没有 
关系 .这样 我 们 就 可 以 用 消灭 粒子 和 产生 粒子 的 观念 来 描述 相互 
作用 所 引起 的 各 个 态 的 粒子 数目 的 变化 。 加 果 系 统 丰 由 虽 了 避 反 


于 电子 场 ) 和 光子 (相应 于 电磁 把 
场 ) 组 成 ,那么 ,我 们 可 以 用 光 EA 
子 代 稚 上 述 的 箱 壁 ,如 图 9 一 人 、 


15。 这 种 图 形 就 是 以 后 我 们 将 .2) 
要 讨论 的 费 受 图 。 3 
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在 量子 场 论 中 ,相互 作用 的 数学 形式 常用 在 自由 场 (无 相互 作 
用 ) 的 拉 氏 密度 So 中 加 上 一 附加 项 Se 来 表达 ,相互 作用 系统 的 
拉 氏 密度 为 : 

YL=L0t+ 
其 中 So 为 两 个 自由 场 的 拉 氏 密度 之 和 ,5 是 由 于 相互 作用 所 引 
起 的 附加 项 , 称 为 相互 作用 拉 氏 密度 .52 常 含有 不 同 场 的 场 算 符 
的 连 乘 积 ,在 利用 Lagrange 方程 导出 一 种 场 的 场 方程 时 , 常 出 现 第 
二 种 场 的 场 算 符 .因此 ,两 种 场 的 运动 不 是 互相 独立 的 ,而 是 彼此 
关联 着 。S2, 常 表示 成 产生 和 消 算 符 的 函数 。 

红 ( 包 括 人 4) 的 选择 必须 受到 一 些 基本 原理 和 实验 证 实 了 的 
守恒 定律 的 限制 .有 些 基本 原理 和 守恒 定律 是 对 任何 自由 场 以 及 
场 之 间 相 互 作用 都 必须 遵循 的 ,如 相对 论 中 相对 性 原理 ,要 求 人 
具有 Lorentz 变换 不 变性 ;能 .动量 守恒 定律 要 求 5 对 时 空 平移 
变换 具有 不 变性 ; 角 动 量 守 恒 要 求 22 在 空间 坐标 旋转 下 为 不 变 
量 ; 电 荷 守 伍 要 求 2 在 规范 变换 下 不 变 ;重子 数 守恒 等 要 求 2 在 
相应 的 位 相 变 换 下 为 不 变量 .此 外 ,还 有 个 别 相互 作用 所 要 求 的 局 
部 守重 定律 :例如 字 称 守恒 要 求 空间 反射 不 变 ;电荷 共 轩 不 变 , 同 
位 旋 守恒 要 求 具有 电荷 无 关 性 等 等 .守恒 定律 的 建立 受到 实验 的 
启示 而 且 要 继续 受到 实验 的 检验 ,如 字 称 守恒 定律 ,原来 认为 是 普 
伺 守 恒定 律 , 却 被 弱 作 用 字 称 不 守 便 的 实验 事实 所 否定 ,成 为 一 个 
局 部 守恒 定律 . 

尽管 5( 含 人) 的 选取 受到 一 些 守恒 定律 的 限制 ,但 具体 形 
式 还 有 很 大 的 任意 性 .不 过 近年 发 展 起 来 的 规范 场 论 ,对 规范 粒子 
和 其 它 粒 于 的 相互 作用 形式 (或 者 说 52.) ,可 借助 局 域 规范 不 变性 
的 要 求 唯一 确定 下 来 .这 些 我 们 将 在 规范 场 一 章 做 进一步 讨论 。 


§ 9.2 相互 作用 的 分 类 


1. 按 相互 作用 形式 分 类 
根据 目前 实验 总 结 , 场 的 相互 作用 形式 主要 分 成 Yakawa 型 
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和 Fermi 型 .Yakawa 型 相互 作用 拉 氏 密度 纪 , 由 两 个 费 米 场 和 一 
个 玻 色 场 构成 (例如 核子 与 x 介子 的 相互 作用 );Fermi 型 相互 作 
用 拉 氏 密度 么 ; 由 四 个 费 米 场 构 成 (例如 普 适 的 V 一 A 相互 作用 )。 

(1) 玻 色 场 和 葛 米 场 的 Yakawa 型 相互 作用 

这 两 种 场 的 相互 作用 有 下 面 几 种 形式 。 

a. 标量 场 与 旋 量 场 的 作用 


pp 
(i (9.2— 1) 
其 中 ,5.yp 为 施 量 ,p 为 标量 。 
目前 尚未 发 现 真正 的 标量 粒子 ,因此 这 种 相互 作用 只 是 理论 
形式 上 的 。 
b. 虱 标 量 场 与 旋 量 场 的 作用 
pspp 质 标 确 合 
bs ES 
其 中 ”为 性 标量 , 因 介子 的 自 旋 为 零 , 字 称 为 负 , 故 用 履 标 量 p 
来 描述 ,这 两 种 形式 一 般 用 来 描述 x 介子 与 胶 子 的 作用 ,这 两 种 作 
用 在 研究 核 力 和 r 介子 对 核子 散射 时 是 非常 重要 的 .这 两 种 作用 
之 中 主要 是 第 一 种 起 作用 ， 
“. 矢量 场 与 旋 量 场 的 作用 
CO 
PppP 
从 理论 上 两 种 形式 都 可 以 描写 电子 (或 质子 ) 与 光子 的 作用 ,但 从 
量子 电动 力学 中 各 种 理论 与 实验 比较 ,现在 已 经 精确 地 肯定 ,第 一 
种 形式 起 最 主要 作用 .因此 ,在 量子 电动 力学 (9ED) 中 ,光子 与 电 
于 作用 ,应 以 第 一 种 形式 表示 。 
(2? 络 来 场 与 络 来 场 的 Fermi 作用 
费 米 场 与 费 米 场 (或 旋 量 场 与 旋 量 场 ) 的 作用 最 典型 的 例子 就 
是 f- 襄 变 与 + 介子 衰变 : 
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(9.2 — 2) 


(9.2 — 3) 


和 ?十 e- 十 了 
全 一 et 十 十 了 
也 称 为 四 旋 量 场 函数 直接 作用 或 Fermi 型 作用 .一 般 具有 五 种 形 
式 
(By) (Vy) 标量 耦合 
(pysy) (Bysy) 用 标 量 损 合 
(Pyp) (P79p) 矢量 耦合 (9.2 一 4) 
(Bysysp) (zsyo%g) 厢 矢 量 耦 合 
(8y,yp) (Py,yp) 张 量 耦 合 
(3) 玻 色 场 与 玻 色 场 作用 
常见 的 有 两 种 形式 
9 
ep- 本 2 (9.2 一 5) 
其 中 是 履 标 量 防 色 场 ,4, 是 矢量 玻 色 场 . 
第 一 种 是 研究 x 介子 与 x 介子 之 间 的 相互 作用 .第 二 种 是 研 
究 = 介子 与 光子 的 相互 作用 。 
2. 按 相 互 作 用 强度 分 类 
场 的 相互 作用 强度 ,由 相互 作用 常数 来 表达 .严格 地 说 ,两 种 
场 的 相互 作用 强度 (相互 作用 常数 ) 应 该 与 这 两 种 场 的 基本 粒子 的 
内 部 结构 有 关 . 但 到 现在 为 止 ,我 们 对 基本 粒子 的 内 部 结构 知道 不 
多 ,因此 ,现代 场 论 中 的 作用 常数 还 不 能 从 理论 上 求 得 ,而 是 根据 
实验 数据 间接 求 得 的 .比如 ,电子 和 电磁 场 的 作用 常数 。( 电 荷 )， 
我 们 可 以 利用 电子 在 电磁 场 中 的 运动 规律 和 实验 比较 求 得 。 
场 的 相互 作用 常数 常 称 为 “ 荷 ”, 如 电子 与 电磁 场 的 相互 作用 
常数 称 为 电荷 ,核子 与 介子 场 的 作用 常数 称 为 “ 核 荷 ”由 于 电动 力 
学 理论 比较 完整 ,并 且 静 电 库仑 力 是 长 程 力 ,可 用 宏观 方法 进行 测 
量 ,因此 ,电荷 的 大 小 今天 已 精确 地 确定 了 .但 “ 核 荷 "的 情况 不 同 ， 
因为 介子 场 理 论 还 未 完善 , 核 荷 的 大 小 是 随 不 同 的 理论 和 处 理 方 
法 而 有 一 定 差异 ,至 于 其 他 作用 常数 的 大 小 更 是 如 此 。 
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由 于 作用 常数 9? 除 以 如 是 一 个 无 量 纲 的 量 , 故 通常 用 92/ 加 
等 比较 作用 常数 的 大 小 。 

按 作用 常数 大 小 (作用 强度 大 小 ) 可 分 为 四 类 : 

《1) 强 相互 作用 

a. 超 强 作 用 强 子 内 部 组 元 即 层 子 (夸克 quark) 与 胶 子 
《gluon) 相 互 作 用 .对 这 种 超 强 作用 ,近年 来 的 研究 有 很 大 发 展 ,已 
形成 一 门类 似 量子 电动 力学 (88D) 的 量子 色 动 力学 (8CD) . 超 强 作 
用 过 程 除 满足 已 知 的 守恒 定律 外 ,还 满足 色 荷 守恒 .尽管 如 此 , 量 
子 色 动力 学 还 不 是 一 门 成 熟 的 理论 。 

b. 强 作用 + 介子 与 重子 相互 作用 

研究 这 些 粒 子 的 产生 和 散射 时 得 到 耦合 常数 自然 单位 制 下 同 ) 


至 一 15 
c, 中 强 作用 K 介子 与 重子 相互 作用 
耦合 常数 

轩 和 |] 


An 
在 强 作用 过 程 中 ,除了 满足 能 量 动量 、 角 动量 .粒子 数 . 电 荷 守 伍 
定律 外 ,还 满足 字 称 ,电荷 共 上 、 同 位 旋 等 守恒 定律 。 
(2) 电 磁 相 互 作用 ” 荷 电 粒子 与 光子 相互 作用 
耦合 常数 
2 1l. 
4r 137 
除了 满足 能 量 、 动 量 、 角 动量 .电荷 ,粒子 数字 恒 外 ,还 满足 字 
称 守 人 恒 , 电 荷 共 固 不 变 及 同位 旋 第 三 分 量 守恒 ,但 总 同位 旋 不 守 
恒 。 媒 介 场 量子 是 光子 (y) ( 自 旋 =1,m==0)。 
(3) 弱 相互 作用 ”粒子 豪 变 过 程 及 轻 子 间 相 互 作用 
其 强度 为 10-5 数 量 级 。 
在 弱 作 用 中 , 字 称 P 和 电荷 共 锋 C 分 别 不 守恒 ,但 两 者 复合 
是 守恒 的 (CP 守恒 )。 实 验 还 出 现 了 破坏 CP 守恒 的 超 弱 相互 作 
用 ,同位 旋 守恒 也 遭 到 破坏 。 媒 介 场 量子 是 中 间 玻 色 子 (W+,2°) 
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( 自 旋 为 1) 。 

(4) 引力 作用 存在 于 一 切 物 体 之 间 的 相互 作用 

强度 为 10-* 数 量 级 ,因为 很 弱 , 故 在 基本 粒子 相互 作用 过 程 
中 常 忽略 它 。 媒 介 场 量子 是 引力 子 ( 自 旋 3= 2,m 一 0) ,尚未 发 现 。 

出 此 可 见 , 相 互 作 用 愈 强 ,所 满足 的 守恒 定律 念 多 ,S2, 具有 的 
对 称 性 也 愈 高 。 

应 该 指出 ,可 能 有 多 种 相互 作用 参与 同一 过 程 。 例 如 在 有 强 作 
用 的 粒子 的 误 变 中 就 应 考虑 强 作用 的 影响 ,另外 , 当 S2, 中 含有 场 
量 的 微 商 aup 时 称 为 微分 相互 作用 ,否则 称 为 直接 相互 作用 ;只 有 
同一 时 空 点 的 场 量 才 有 相互 作用 时 , 称 为 定 域 相互 作用 ,否则 称 为 
非 定 域 相 互 作用 。 各 种 量子 场 之 间 究 竟 有 什么 相互 作用 ? 极 少数 是 
按 经 典 物理 中 已 经 确定 的 规律 决定 ,如 电磁 相互 作用 .大 多 数 相互 
作用 是 在 实验 结果 的 基础 上 决定 的 , 称 为 唯 象 相互 作用 .下面 我 们 
通过 几 个 比较 典型 的 、 并 已 被 实验 相当 可 谷地 确立 了 的 相互 作用 
的 例子 来 说 明 粒子 物理 中 三 类 相互 作用 (电磁 、 强 、 弱 相互 作用 ) 。 


§ 9. 3 电磁 相互 作用 


荷 电 粒 子 与 光子 的 作用 是 电磁 相互 作用 , 按 场 论 观点 ,就 是 荷 
电量 子 场 与 量子 电磁 场 相互 作用 .研究 这 种 微观 领域 的 电磁 作用 
理论 称 为 量子 电动 力学 (8ED)。 

1. 荷 电 旋 量 场 与 电磁 场 相互 作用 

以 下 的 讨论 适用 于 正 负电 子 、 正 负 y 介子 和 质子 等 一 类 荷 电 
费 米子 与 光子 的 相互 作用 。 

我 们 已 经 有 了 比较 成 熟 的 古典 电磁 相互 作用 理论 ,而 量子 电 
磁 相 互 作用 理论 应 具有 古典 理论 的 极限 , 故 可 以 利用 古典 理论 与 
量子 理论 之 间 的 对 应 关系 来 建立 量子 电磁 理论 。 

在 古典 理论 中 ,一 个 自由 粒子 的 哈密 顿 量 是 

H= Vm+P (9.3— 1) 
一 个 荷 电 为 。 的 粒子 在 给 定 的 电磁 场 中 运动 的 哈密 顿 量 是 
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召 = ep 十 Vm (Pi— eA (9.3 — 2) 
假使 将 (9. 3 一 1) 中 的 五 和 了 作 如 下 变换 
HH—eyp PP—eA 《9.3 — 3) 
就 得 到 (9. 3 一 2)。 
可 将 上 式 的 变换 合 写 为 (注意 p= 一 i:h4，P4 = 这 ) 

已 一 已 一 e4。 (9.3 一 4) 
利用 上 面 变换 就 能 从 自由 粒子 的 哈密 顿 求 得 在 电磁 场 中 运动 粒子 
的 哈密 顿 。 

在 量子 理论 中 ,变换 (9. 3 一 4) 中 各 量 应 看 成 算 符 , 当 它们 作用 
于 坐标 波 函数 %z) 时 , 算 符 P, 相 应 于 一 3, 作用 于 p*(z) 时 ,相应 
于 i 因此 ,在 量子 理论 中 可 将 (9. 3 一 4) 的 变换 改写 成 
Dp(z) > (9, 一 ieA,) pz) } 
A¥" (z) — (9, + ieA,)p" (2) 
这 里 y(z) .py* (z) 是 描述 荷 电 粒子 的 场 算 符 函数 。 
(1) 拉 氏 密 度 
自由 旋 量 场 的 拉 氏 密度 ,在 第 六 章 已 经 给 出 
色 一 一 总 prB + m)y 
考虑 到 量子 旋 量 场 的 电荷 共 固 不 变性 和 场 算 符 的 反对 易 性 要 求 ， 
我 们 需要 构造 一 个 粒子 反 粒 子 对 称 的 旋 量 场 拉 氏 密度 , 即 


5 =- 一品 0 十 302 十 


(9.3 一 5) 


中 


=— $0 + Dy BF — mF 
(9.3— 6) 

上 式 中 光 是 电 检 共 思 场 函数 ,最 后 一 步 利 用 了 第 二 章 $2. 7 第 4 点 
的 变换 公式 

y= PB, P=— Yo, Hoe (9.3—n) 
荷 电 旋 量 场 与 电磁 场 相互 作用 系统 的 总 的 Lagrange 密度 函数 应 是 
将 上 式 做 (9. 3 一 5) 变 换 后 的 Lu 以 及 自由 电磁 场 的 S24 之 和 , 即 

YL =Lut Ln 
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=— Ey,0, — ieh,) + m]y 
一 涩 VEG0, + Ph 一 四 可 一 到 (az 
一 cy 十 十 5 (9.3 一 8) 
其 中 缘 ,是 由 (9. 3 一 6) 给 出 的 自由 旋 量 场 拉 氏 密 度 ,S24 是 自由 电 
磁场 拉 氏 密度 ,而 系统 的 相互 作用 拉 氏 密度 函数 
Lh 
= 六 (Py 一 | 


可 见 经 ; 是 相对 论 不 变量 ,保证 系统 的 能 、 动 量 和 角 动 量 守恒 。 


《9.3 一 9) 


(2) 运 动 方程 
象 导出 自由 场 方程 一 样 ,将 相互 作用 系统 的 总 Lagrange 密度 
函数 代入 拉 氏 运动 方程 
a a 
WAa = 


即 可 得 到 存在 相互 作用 时 场 的 运动 方程 .将 八代 入 上 式 , 分 别 令 
U=¥,¥,h, 便 可 分 别 得 到 
(3, 十 my =iey,Asy } 


0s 十 mF =— ieyAy (9.3 一 10) 


Bh = yA 9.3— 1 


(9. 3 一 10) 描 述 了 电磁 场 对 Fermion 的 作用 ,而 (9. 3 一 11) 却 描述 
了 Fermion 对 电磁 场 的 作用 。 
对 应 于 拉 氏 密度 (9. 3 一 8), 场 的 哈密 顿 密度 


xn 
EE = Dh — Lo) 
a=l1 
= + t+ (9.3— 12) 


注意 到 
161 


= 党 = I (9.3 一 13) 


Cy 一 mr rr — Ly 
= 去 PY 本 十 区) 痛 十 地 六 (YY 一 mm) 交 


(9.3— 14) 
与 自由 电磁 场 一 内 
Eh Th) .3— 15) 
因 经 不 含 场 的 导数 项 ,相应 的 共 声 动量 为 零 ,所 以 
=- = (9.3— 16) 


上 面 4y.2t14 和 好 ;分别 是 量子 旋 量 场 、 自 由 电磁 场 和 相互 作用 
的 哈密 顿 密度 .系统 的 总 哈密 顿 


# = [ara = Hs+ Hast Hs (9.3 一 17) 


《3) 对 易 关系 (重子 化 规则 ) 

为 了 将 相互 作用 情况 下 的 场 进行 量子 化 ,必须 引入 y 和 4, 的 

对 易 关 系 ,由 于 弓 : 不 含 场 量 对 时 间 的 导数 ,因而 正则 共 罗 动 量 算 

符 = 与 人 2 的 出 现 无 关 , 所 以 在 相互 作用 情况 下 的 对 易 关 系 ( 同 一 
时 间 的 对 易 关 系 ) 的 形式 完全 和 自由 场 时 情况 一 样 , 即 : 

[oxst) ,Ye x’ st) J+= dbx — x ) 


.3 一 18 
[As(x1t) ,n(x’ ,1)] = db x— x ) } 3 2 


其 中 ”二 强 -= 综 


并 且 y、y* 之 间 其 余 各 对 可 相互 反对 易 !4、. mw 之 间 的 其 余 各 对 可 
相互 对 易 ;$、p* 与 ,mo 可 相互 对 易 。 
象 以 上 一 样 ,由 于 理论 的 相对 论 不 变性 ,我 们 可 以 从 同一 时 间 
的 对 易 关系 推广 出 任意 类 空 距离 的 两 个 场 量 之 间 的 对 易 关 系 [(z 
—z)?> 0]: 
162 


[yz) ,8W(z' )]+ 一 一 6(z — 2 ) 
[4.(z),m(z' )] = i6 D(z — z') 

应 该 注意 ,以 上 的 讨论 是 在 海 森 堡 图 象 中 给 出 的 。 虽 然 对 易 关 
系 形式 上 和 自由 场 情况 一 样 , 但 其 中 各 个 场 算 符 却 和 自由 场 时 不 
同 ,它们 分 别 满足 非 齐 次 的 耦合 方程 (9. 3 一 10) 和 (9. 3 一 11), 这 些 
方程 比 自由 场 方程 复杂 得 多 。 由 于 我 们 未 能 求 出 这 些 方程 的 解 的 
封闭 形式 , 即 不 知道 它们 的 全 部 时 间 的 解 ,所 以 我 们 不 能 写 出 对 全 
部 时 间 都 适用 的 对 易 关 系 。 一 般 地 说 ,任意 不 同时 间 的 对 易 关 系 是 
场 算 符 的 复杂 表 式 ( 和 自由 场 不 同 ,但 仍 是 一 个 数值 )。 在 物理 意义 
上 ,对 易 关 系 给 出 测量 一 个 时 空 点 (z) 的 场 量 对 于 另 一 时 空 点 (z' ) 
的 场 最 所 产生 的 影响 , 即 在 (z) 点 场 的 扰动 可 以 传播 至 (z' ) 点 ,使 
另 一 场 产 生 新 的 粒子 ,而 这 种 效应 就 是 用 算 符 来 描写 的 .为 了 求 得 
任何 时 间 都 适用 的 协 变 对 易 关 系 ,我 们 在 下 一 章 引进 相互 作用 图 
象 . 在 那里 , 场 方程 .对 易 关 系 都 具有 和 海 森 堡 图 象 中 的 自由 场 方 
程 和 对 易 关 系 的 形式 。 

2. 荷 电 标量 场 与 电磁 场 相互 作用 

仿照 前 面 的 方法 ,我 们 可 以 建立 荷 电 介 子 (如 zt, Et 等 ) 和 光 
子 的 相互 作用 理论 。 

将 自由 荷 电 介子 场 的 拉 氏 密度 进行 (9. 3 一 5) 的 变换 ,加 上 自 
由 电磁 场 的 拉 氏 密度 , 则 得 荷 电 介 子 场 与 电磁 场 相互 作用 的 总 拉 
氏 密 度 : 


} (9. 3 一 19) 


YL =—1{(9,+ ieA)gp" (3, — ieA) 9 十 mp"9p)} 
区 到 24a4 (9. 3 一 20) 


用 上 式 和 拉 氏 运动 方程 可 得 荷 电 介 子 场 和 电磁 场 相互 作用 时 的 运 
动 方程 : 
(3, 一 ieA,)(3,— ieA)p — mip=0 
(0, + ieA,) (3, 十 ieA)p" 一 mp" = | (9.3 一 21) 
口 4 一 一 
其 中 
163 


Jr 一 一 te{2*(a. — ieA,) 一 (2. 十 ie4)92"9)》 


(9.3 一 22) 
代表 荷 电 介 子 场 的 电流 密度 。 
将 总 拉 氏 密度 (9. 3 一 20) 改 写成 
LS=L,+ Lt (9.3 一 23) 


其 中 So、 SS 分 别 是 自由 介子 场 、 自 由 电磁 场 和 它们 的 相互 作 
用 的 拉 氏 密度 .可 以 写 出 : 
i 一 ia2 hp — AP' a9 十 ie42p 9) 
=J,h, 十 e243"g (9.3 一 24) 
这 里 乡 , 不 是 简单 地 等 于 J,4,, 并 且 与 标量 场 的 微 商 有 关 , 因 此 
i 关 一 上 (于 是 2 ;不 是 一 个 不 变量 )。 
可 以 求 得 两 种 场 的 正则 共 轿 动量 


Fg eAp” 
E33 4 


mn 一 如 (9.3 — 25) 
由 此 推出 哈密 顿 密度 
Et 
=ap+ rp + nA {a9 dP — mp'p 
一 去 (34 十 了 4 十 op"g) (9. 3 — 26) 


以 p=7* 一 ehp，p" = 二 十 ehip" 代 入 上 式 得 
= + (9.3 — 27) 
其 中 
CE =p Vot+ ant my’p 
区 一 二 [Ga4 十 码 ] 
=— 71h eh Mp'p 
一 一 L;— ep' 9h 
(9. 3 一 28) 
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yAEEi 分 别 为 自由 电子 场 、 自 由 电磁 场 和 电子 场 与 电磁 场 
相互 作用 的 哈密 顿 密 度 . 同 时 看 出 ,2 了 一 人:。 

3. 标量 场 与 电磁 场 相互 作用 的 一 般 描述 

上 面 ,我 们 讨论 了 荷 电 介子 场 (x+ 介 子 场 ) 和 电磁 场 的 相互 作 
用 .在 第 五 章 中 ,我 们 把 中 性 ”介子 的 Lagrange 密度 和 茶 电 w+ 介 
子 的 Lagrange 密度 合 在 一 起 ,得 到 三 种 = 介子 的 统一 描述 ,并 引 
进 同 位 旋 , 把 同位 旋 第 三 分 量 守恒 与 电荷 守恒 联系 起 来 (两 者 只 差 
一 个 电荷 因子 “e”) .为 了 统一 措 述 三 种 x 介子 与 电磁 场 的 相互 作 
用 ,注意 到 中 性 ” 介子 不 带电 荷 , 它 与 电磁 场 没 有 直接 相互 作用 ， 
我 们 只 需 在 上 面 结果 的 基础 上 加 上 自由 ”介子 的 Lagrange 密度 
即 可 .于 是 总 的 Lagrange 密度 函数 写成 

Y=— {8+ eh) 9, 一 ieA)g 十 mp 9)} 


过 到 .44. 十 mam 十 mg (9. 3 — 29) 


1 , 1 : 
= 一 二 (9 一 "= 一 二 9.3— 30 
引进 9 pd ips) ,9 P+ in ) 
代入 前 式 得 
一 一 去 (Ga. + ieAD (8, 一 eh) 
十 (0, 十 ieh,) pz(3, 一 iah,) pz 十 d,s0,Ps 
十 mip 十 Prpz 十 PsP) + 9,AD,A,) (9.3 — 31) 
与 第 五 章 § 5. 3 一 样 , 引 进 3X 3 矩阵 as, 代 表 x 介子 同位 旋 第 三 分 
量 和 定义 # 介子 的 同位 旋 空间 。 
o —i0 
i 0 
0 0 0 
则 (9. 3 一 31) 可 写成 简洁 的 形式 
=— {0 一 he (0, — iehst) 
十 mip 9 二 (9,4,)?) (9. 3 一 33) 


可 见 , 只 要 将 第 五 章 $ 5. 3 中 三 种 自由 = 介子 的 Lagrange 函数 密 
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nn 
Pn 
办 


= v= (9. 3 — 32) 


度 (5. 3 一 1) 作 如 下 代 换 
9,— ieAfs (9.3 一 34) 

并 加 上 自由 电磁 场 的 Lagrange 函数 , 便 可 得 到 三 种 x 介子 与 电磁 
场 相互 作用 的 总 的 Lagrange 函数 。 

系统 的 Lagrange 密度 函数 (9. 3-33) 式 对 同位 旋 空 间 绕 第 
三 轴 转 动 具 有 不 变性 ,但 对 绕 其 它 轴 转动 不 再 具有 不 变性 .所 以 存 
在 电磁 相互 作用 情况 下 ,除了 同位 旋 第 三 分 量 守 便 外 ,其 它 分 量 不 
再 守恒 对 于 介子 , 则 位 旋 第 三 分 量 守恒 ,相当 于 电磁 相互 作用 
系统 的 电荷 守恒 。 

4. 规 范 不 变性 与 电荷 守恒 

在 自由 电磁 场 理 论 中 ,我 们 已 经 看 到 ,电磁 场 方程 对 第 二 规范 
变换 
es EE 2 (9.3 一 35) 
保持 不 变 。 这 个 规范 不 变性 ,是 由 于 光子 的 静止 质量 为 零 (或 反 过 
来 说 ,这 个 规范 不 变性 保证 了 光子 的 静止 质量 为 零 ), 但 光子 的 更 
止 质量 不 仅 在 自由 场 情况 下 为 零 ,而 且 在 与 其 它 场 发 生 相 互 作用 
情况 下 仍然 保持 为 零 * 因 此 要 求 在 相互 作用 情况 下 ,电磁场 对 (9. 3 
一 35) 的 变换 不 变 。 但 是 ,在 相互 作用 情况 下 ,系统 的 拉 氏 密度 对 单 
纯 的 (9. 3 一 35) 变 换 保持 不 变 是 有 困难 的 。 

另 一 方面 ,电荷 守恒 定律 是 一 条 普遍 的 定律 ,在 自由 场 情况 
下 ,电荷 守恒 与 在 场 的 位 相 变 换 下 S2 不 变 密切 相连 ,可 是 在 相互 
作用 情况 下 ,每 一 种 粒子 (或 场 ) 的 电荷 并 不 分 别 守恒 ,只 能 是 整个 
体系 的 电荷 保持 不 变 ,因而 相互 作用 的 场 的 纪 并 不 是 在 任 一 种 场 
的 位 相 变换 下 保持 不 变 . 我 们 引进 如 下 的 定 域 位 相 变换 

p> 一 eg } 
p>9" =e "gp 

结合 (9. 3 一 35) 和 (9. 3 一 36) 的 变换 称 为 (推广 的 ) 规 范 变换 ， 

这 时 


(9.3 一 36) 


(ax 一 ieh! )9f 一 {3. 一 ie[A, 十 32(z)]je=oOp 
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一 ce=o[a. 十 ie3e(z) — ieh, 一 iegue(z)]9 
一 cz=(a, 一 ieA,)p (9.3 一 37) 
同 理 有 
(3. 十 ied/ )9。， = ere@(a + ieA)p* (9.3 一 38) 
这 说 明 (3, 一 zs4o)9 在 推广 的 规范 变换 下 保持 不 变 , 而 且 如 同 经 过 
一 个 与 时 空 有 关 的 位 相 变换 一 样 .因此 拉 氏 密度 在 这 种 规范 变换 
下 的 不 变性 就 相当 于 电荷 守恒 。 : 


§ 9.4 强 相互 作用 


介子 (x K Po…) 和 重子 (p # 4 》) 8…) 等 强 子 之 间 的 相互 
作用 是 强 相互 作用 . 强 相互 作用 至 今 基本 上 是 唯 象 的 ,它们 是 按 实 
验 总 结 的 一 些 守恒 定律 来 确定 .研究 得 最 早 ,积累 得 最 多 结果 的 强 
相互 作用 是 = 介子 与 核子 的 相互 作用 ,在 实验 上 最 先 发 现 在 原子 
核 中 核子 之 间 的 核 力 是 强 相互 作用 。 进 一 步 的 研究 认为 ， 核 子 之 
间 的 相互 作用 不 是 直接 的 , 它 是 通过 = 介子 作 媒 介 而 产生 的 , 即 是 
说 一介 子 与 核子 之 间 的 作用 才 是 直接 的 强 相互 作用 .六 十 年 代 以 
来 , 大 量 研究 表明 : 强 子 仍然 存 有 结构 ,人 们 认为 强 子 是 由 下 一 层 
次 的 夸克 所 组 成 ,而 且 建 立 了 一 套 处 理 夸克 之 间 强 相互 作 的 量子 
色 动 力学 (QCD) 理论 .这 个 理论 认为 ,夸克 之 间 是 通过 交换 色 胶 
子 而 相互 作用 , 胶 子 场 是 非 对 易 的 SUc(3) 群 规范 场 . 胶 子 和 夸克 
之 间 的 相互 作用 形式 ,可 以 根据 规范 不 变 原理 完全 确定 下 来 . 进 一 
步 的 研究 发 现 ,QCD 理论 中 规范 相互 作用 具有 渐 近 自由 的 性 质 ， 
即 相互 作用 常数 9 与 动量 转移 有 关 .。 当 动量 转移 增 大 ,也 即 相 互 距 
离 趋 近 时 ,其 相互 作用 常数 减 小 ;反之 , 当 动量 转移 减少 ,相互 距离 
增 大 时 ,相互 作用 常数 增 大 .因此 ,尽管 相互 作用 形式 已 知 ,目前 在 
实际 计算 中 ,对 高 动量 转移 的 近 距 离 区 域 ,可 用 微 拓 理论 方法 ,而 
对 低 动量 转移 的 远 上 距离 区 域 ,尚未 有 完善 的 方法 .对 高 动量 转移 的 
深度 非 弹性 散射 过 程 ,利用 微 扰 QCD 理论 进行 计算 ,其 结果 与 目 
前 的 实验 数据 是 相 容 的 .人 们 有 信心 发 展 这 一 理论 ,而 对 非 微 扰 
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QCD 理论 也 在 探索 之 中 。 
由 夸克 组 成 的 强 子 与 强 子 之 间 的 相互 作用 ,例如 < 入 之 间 
的 相互 作用 ,情况 更 加 复杂 。 人们 相信 ,其 本 质 很 可 能 和 组 成 强 子 
的 夸克 之 间 的 相互 作用 有 同一 来 源 ,但 尚未 建立 满意 的 联系 。 所 以 
= 一 N 相互 作用 的 研究 仍 处 于 唯 象 阶段 ,只 能 唯 象 地 引进 相互 作用 
拉 氏 量 人。 
按照 Yakawa 理论 ,核子 之 间 的 相互 作用 是 通过 核子 交换 = 
介子 来 实现 ,因而 核子 之 间 相互 作用 的 电荷 无 关 性 也 就 是 来 自 < 
介子 和 核子 之 间 相 互 作 用 在 同位 旋 空 间 转动 下 的 不 变性 。 因 此， 
”一 NN 相互 作用 的 人; 应 该 是 同位 旋 标 量 ,当然 ;是 Lorentz 标 
。 最. 另外 ,由 于 核子 数 守 便 ,S2, 中 儿 和 巴 应 成 对 出 现 .Kemmer 根据 
以 上 考虑 提出 = 一 N 相互 作用 应 该 是 Yakawa 型 直接 相互 作用 . 根 
” 据 大 量 的 实验 事实 ,知道 = 介子 的 自 旋 为 零 , 字 称 为 负 , 故 应 用 硕 
标量 场 "来 描述 ,核子 的 自 旋 为 1/2, 应 该 用 旋 量 场 来 描述 .作为 
强 作用 例子 ,我们 讨论 一 相互 作用 。 
1.wN 相互 作用 
.NW 相互 作用 ,就 是 ”介子 场 s 与 核子 场 » 的 相互 作用 .由 于 
™ 不 带电 荷 ,所 以 wN 作用 可 以 同 前 面 的 电磁 场 ( 不 带电 荷 ) 与 旋 
量 场 的 相互 作用 类 比 .考虑 到 相对 论 不 变 和 字 称 守恒 的 要 求 , 我 们 
应 构造 一 个 相互 作用 拉 氏 密度 是 Lorentz 标量 , 且 满足 在 空间 反射 
变换 下 不 变 的 要 求 .因此 ,我 们 对 核子 场 采用 剧 标 协 变量 Bysp, 同 
时 采用 Yakawa 大 合 方法 .类 比 于 施 量 场 与 电磁 场 作用 ,只 需 作 壹 
换 : 


hp ph, e 一 9 
立即 可 得 到 me 相互 作用 Lagrange 密度 
= ny — VP) (9.4 一 1 
其 中 精 合 常数 全 = 1 ~ 15, 是 强 作用 耦合 常数 , 比 电磁 作用 耦合 


常数 全 一 1 大 得 多 。 
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在 空间 反射 变换 下 
2 一 一 2 ， t= ¥ 
多 (z ) 一 zy(z) = yp), YYz) = $7) 
¥ (z' yoy (2 ) = $2) yys7p(z) 一 一 节 (z)y5(z) 
(9.4 一 2) 
中 性 克 介子 场 poCz) 是 尾 标 量 场 ,在 空间 反射 变换 下 应 做 如 下 变 
换 
oz) 一 Wo(z' ) 一 一 golz) (9.4 一 3) 
将 上 两 式 代入 (9. 4 一 1) 式 立即 可 得 
(2) = Llz) 
可 见 SLi(z) 是 宇 称 守恒 的 ,这 是 强 相 互 作用 的 共同 特征 。 
仿照 上 一 节 中 旋 量 场 与 电磁 场 作 用 的 处 理 方法 ,可 写 出 核子 
的 Lagrange 密度 


=— R92 + DY — HW 08, — MF 
(9.4— 4) 
?介子 的 Lagrange 
cj = 一 去 mam 十 mp、 (9.4 一 5) 


于 是 
= tt (9.4— 6) 
将 乡 代 入 Lagrange 方程 ,可 得 相互 作用 情况 下 的 场 方程 
Ca + MY 一 igystpo 
QB, — M)P 一 一 gy pe (9.4—7) 
(8 — mp =— (rp 一 yy ) 
当然 5, 的 选择 不 是 唯一 的 ,我们 也 可 以 选择 导数 粳 合 型 , 即 
质 矢 一 质 矢 相 互 作用 
iS VA (9.4— 8) 


2. x+N 相互 作用 - 
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荷 电 的 夺 介 子 , 自 旋 为 零 , 字 称 为 负 , 用 复 须 标量 场 "来 找 
写 .核子 包含 质子 和 中 子 ,分 别 用 旋 量 场 和 "表示 ,并 合 写成 二 
分 量 旋 量 形式 


7(z) 


N(z)= (9.4— 9) 


n(z) 
N(z) 是 8X1 和 窍 阵 。 令 质子 和 中 子 的 质量 Mbp 守 M, 二 MM, 则 自由 旋 量 
场 Dirac 方程 写成 


(oa 十 MN(z)= 0 

| (9.4 一 10) 

N(z)(y,3, -— M)= 0 
其 中 必 是 8X8 和 矩阵 ,是 

y, 0 
yyXI= (9.4 — 11) 
的 简写 。 
7+tN 互 作用 系统 的 Lagrange 函数 

EL= Lrt Lt (9.4 一 12) 

其 中 核子 的 拉 氏 密度 


Sy =— HN 00, + MN — EN, — MN 


= 一 站 02. 十 M)p 一 和 05a. 十 M)n 
和 oa — MF ~ Ba, — MTC) 
(9.4 — 13) 
Ht 介子 复 哇 标 量 场 的 拉 氏 密度 
和 二 一 一 (32731 十 2p gp) (9.4— 14) 
用 厅 标 耦合 ,系统 的 相互 作用 哈密 顿 
= yn — HAP) (9.4 — 15) 


将 名 代入 拉 氏 运动 方程 ,可 得 到 m+、N 相互 作用 情况 下 的 场 方 
程 .由 于 52; 不 含 导数 项 ,所 以 
=— (9.4 — 16) 
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旋 量 场 算 符 p(z) ,za(z) 是 彼此 等 时 反对 易 的 ,而 pCz) ,9 * (z) 
和 z(z)、a(z) 是 等 时 对 易 的 。 

3. rN 相互 作用 

这 里 ,我 们 综合 wN 和 x+ 相互 作用 的 结果 ,构造 一 个 将 三 
种 x 介子 与 核子 相互 作用 都 包含 进去 的 理论 。 

令 中 性 * 介子 的 场 po 三 ps, 则 可 将 (9. 4 一 5) 改 写成 


cn = 一 去 Gram 十 mp (9.4— 17) 
对 荷 电 + 介子 场 作 变换 (m,gz 为 实数 场 7 
9 一 亡 + igpz)， p= 方 ” 一 igp2) 
则 (9. 4 一 14) 变 成 


rt = 一 于 [amap 十 araipz 十 moi 十 9)] 
(9.4 一 18) 
联合 上 面 两 式 ,可 得 到 三 种 介子 的 自由 场 拉 氏 密度 


ce.= 一 二 ae ap+omp p) (9.4— 18) 
其 中 o = 《91,92,9s) 是 同位 旋 空 间 三 分 量 矢量 ,52 是 同位 旋 标 量 
和 Lorentz 标量 《相对论 不 变量 )。 : - 
关于 xN 之 间 的 强 相互 作用 拉 氏 密度 ， 出 于 一 般 考 上 ， 可 写成 
如 下 的 硒 标 耦合 形式 : 
Li =ig (pyng 十 mpP" 》 十 igypysp9s 
+ igAiyengs - (9.4 一 19) 


为 简洁 起 见 ,我们 将 上 式 改写 成 同位 旋 空 间 二 分 量 放量 
= | 天 可 得 .为 此 , 相 进 和 了 


1 0 1 
i i VY/ 
T+ (Tt 十 irz) | | 


0 0 
万 %- 中 -vz | 
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“ 则 有 

. je = - 方 Fnr , mw 一 六 ysr— N 

jp = HNN + DN ay = Ny — DN 
再 令 

= 一 (wm 9 
彤 V3 nn $92. 9 

将 上 述 各 式 代 入 (9. 4 一 19) ,可 得 
c -< 沦 (Ronvm 十 了 zxraNe) 


1 . 
ME 


十 喜 Co 十 gmNgs 十 二 Co 一 9) WyoreNps 
为 使 上 式 满足 同位 旋 空 间 转 动 不 变性 要 求 (同位 旋 守 恒 ) ,不 含 同 
位 旋 的 第 二 项 应 等 于 零 .这 要 求 其 系数 为 零 , 即 
= 一 4 一 -=， 


gr V3 
于 是 
,= igNysr * oN (9.4 — 20) 
如 果 取 核子 场 的 Lagrange 密度 为 
Sev =— N(y2, + MON (9.4 — 21) 


则 xN 相互 作用 系统 同位 旋 守 便 的 Lagrange 密度 为 
EL= Lrt Let 
将 人 2 代入 Lagrange 方程 可 得 各 种 场 的 运动 方程 如 下 : 


核子 场 : (p20, + MON = igysr * pN 
NOE — M) =— igNysr .gr (9.4— 22) 
7 介子 场 : (BO— m2)9 一 一 igNyerN 


引进 共 斩 动 量 
mm 中 = 并 = 且 =， (9.4 — 23) 


则 x 介子 场 的 Hamiltonian 为 
172 


C= + Ye Vetme.e) 


(9.4 — 24) 
核子 场 的 Hamiltonian 为 
r= Ny V+MN (9. 4 — 25) 
相互 作用 的 Hamittonian 为 


C=— C=— gpsr oN (9.4 — 26) 
考虑 到 核子 、 反 核子 对 称 的 要 求 ,可 将 (9. 4 一 25) 和 (9. 4 一 26) 改 写 
成 


Er = EN THDN + HINO V — MW 
C9.4— 27) 


=— = 了 [ywr py 一 NAT 。9pN7] 
(9. 4 一 27> 
同时 间 对 易 关 系 为 (t=t ) 
[pCz) ,p+ Cz )]+ 一 [nbs) ,nt (2 )]+= ox — x') 
[gz), 11(z’ )] =-idd (x — x! ) 
[pCz) ,nC )]+ 一 [PCz)，a+ (2 )J+= ee =0 
PCz) a(z) ,p+ (z) ,a+ (2) 与 (2)、1(z) 对 易 
(9.4 — 28) 
以 上 的 讨论 中 ,我 们 忽略 了 质子 和 中 子 的 质量 差 以 及 电磁 相互 作 
用 .因此 除了 通常 的 能 量 、 动 量 、 角 动量 、 字 称 守恒 外 ,还 满足 同位 
旋 守 全 以 及 核子 数 守恒 。 
强 相互 作用 哈密 顿 密度 2 的 物理 意义 可 做 如 下 解释 :由 于 
Ei ~ NoN 一 cbpcbNC + WPpONO 十 ee 
其 中 第 一 项 代表 核子 吸收 一 个 介子 变 成 另 一 个 核子 ;第 二 项 代表 


核子 放出 一 个 介子 变 成 另 一 个 核子 ;其 余 类 推 。 
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$9. 5 ” 弱 相 互 作用 


1, 弱 相 互 作用 的 描述 

弱 相 互 作用 广泛 地 存在 于 衰变 过 程 和 俘获 过 程 之 中 ,如 原子 
核 的 6 衰变 za 一 pe7iw 轻 子 衰变 je mi 俘获 扩 2 一 za 又 如 
7 一 ev,pv3k 玉 ev,zjv 等 等 .尽管 弱 相 互 作用 理论 还 不 是 一 个 成 
熟 的 理论 ,但 它 取 得 的 成 就 比 强 相互 作用 多 ,在 弱 相 互 作用 中 最 早 
发 现 的 是 衰变 。 

大 量 的 实验 和 理论 分 析 , 显 示 了 能 相互 作用 是 四 费 米子 耦合 
型 ,而且 轻 子 数 和 重子 数 分 别 守恒 . 现 以 5 衰变 


n>p 十 e- 十 了 (9.5— 1) 
为 例 进行 讨论 。 
以 pa,e,z 分 别 代表 质子 .中 子 ., 电 子 和 中 微 子 ,相应 场 量 罗 ， 
epee 


以 Q(t = 8,P,V ,4,T) 表 示 旋 基 场 的 16 个 独立 的 4X 4 厄 米 矩 
阵 , 即 
gs 一 7 Oy=y, 0 
Dp 一 入 Q4 = iysys (9.5— 2) 
下 标 5,V,7,P,4 分 别 表示 标量 、 矢 量 \ 张 量 、 腊 标量 、 尾 矢量 。 
费 米 (1934) 首 先 提出 6 衰变 的 理论 .为 了 描述 (9. 5 一 1) 所 表 
示 的 8 衰变 ,可 在 拉 氏 密度 中 引进 如 下 的 相互 作用 项 
Ce(pn) (ev) 十 Co (np) ve) 《9.5 一 3) 
上 式 是 一 厄 米 算 符 ， 有 罗 仑 兹 不 变性 ,满足 动量 守恒 能 量 守恒 , 电 
荷 守恒 和 字 称 守恒 等 要 求 。 但 满足 这 些 要 求 的 远 不 止 上 式 , 像 如 下 
各 项 
[CrCpQrn) (eQyr) 十 ice] 
[crCz9ma)(z9r) + h.c.] 
[cxsCz9m)(z9o) + he.] 
[CpCpOpR) (EQpr) + h.c.] 


(9.5— 4) 
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其 中 上 “表示 相应 的 厄 米 共 瑟 项 。 
因此 ,人 们 在 相当 长 的 时 期 内 曾 企 图 用 上 式 的 线性 释 加 
DIOR) (E98) + he. 


来 描述 衰变 现象 ,并 尝试 寻找 一 组 相互 作用 常数 C(t 一 8,P,V ,4， 
T) 使 理论 与 实验 符合 。 

2. 含 厦 标量 弱 作 用 理论 

李 政 道 和 杨振宁 (1956) 发 现 字 称 在 弱 相 互 作用 中 不 守恒 之 
后 ,对 弱 作 用 理论 的 发 展 起 了 很 大 影响 ,由 于 字 称 不 守恒 , 拉 氏 和 密 
度 就 不 一 定 在 空间 反射 时 具有 不 变性 ,这 样 在 弱 作 用 的 拉 氏 和 密度 
中 不 仅 包含 标量 ,也 可 包含 帮 标 量 ,于 是 6 豪 变 的 相互 作用 拉 氏 密 
度 具 有 如 下 形式 

= BD [CPOm) 00) 


+ CU (9a) (eQiysr)] + he. (9.5— 5) 
第 二 个 取 和 项 是 厢 标 量 项 ,相应 于 字 称 不 守恒 部 分 .其 中 各 因子 如 
?9m,eQuysr 等 称 为 弱 流 或 流 , 这 里 只 含有 荷 电流 , 即 每 个 流 的 作用 
都 改变 粒子 的 电荷 。 式 中 十 个 耦合 常数 Ci.Ci 只 能 由 实验 决定 。 
为 了 写 出 上 式 中 的 厄 米 共 罗 项 hc, 需 借 助 下 列 关系 
Ot=Q t= pty0)1= yp 等 ， 
同时 注意 到 (za9p), (v9e) 等 是 双 费 米 算 符 ,是 1X 1 矩阵 ,互相 可 以 
交换 前 后 次 序 ,于 是 ,(9. 5 一 5) 括 号 内 第 一 项 的 厄 米 共 示 为 
[Ci(pOn) (EQw) J+ =0r(eQw) + (POR)+ 
一 Ce (vt Qtyse) (nt Oit yp) 
一 Cr (19,7) (19¢) 
同 理 , 括 号 内 第 二 项 的 厄 米 共 轿 为 
[C¢ (pQn) (eg9osp)]+ 
=C' 7 (EQysr)+ (Qn)+ 
一 CI (vt yt Ot ye) (nt Qitysp) 
一 一 Ce (yysyQiyse) Cay Qiyp) 
=— CF (iQ,8) (yysde) 
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利用 上 面 两 式 结果 代入 (9. 5 一 5) 式 ,可 得 显示 式 
到 一 >){1G9a)[29(C 十 Cr 36) 林 


十 (59p)[?(Cr 一 Coy6)S9e]) (9.5— 6) 
3.V 一 A 型 炳 合 弱 相互 作用 理论 
由 总 结 大 量 的 实验 结果 得 到 
Ce=Ce 二 Cr 二 CCP 07CY 之 0 
CrmCy 一 一 Ch 一 C 天 
这 表示 只 存在 V4 两 种 耦合 。 
最 简单 的 弱 作 用 过 程 是 “衰变 : 
pe 十 加 十 
这 是 一 个 纯 轻 子 过程 , 不 受 强 作用 影响 ,V 一 A 耦合 是 相当 精确 
的 .于 是 我 们 改写 (9. 5 一 6) 式 ,pa 一 hs 用 Or 二 ;94 二 iys7; 则 
有 
Lilpse) = (pyr,) [evilCr + Cy’ ys)+] 
+ Gy LCF — CFys)e] 
+ (payeps»s) [eipsp (Ca 十 C4 ps)%] 
+ Siyspy) [YC? 一 C' ys)iysye] 


=-- 所 | Cy ) [Eyal1 + 加)m] 


+ yep) Leysya(1 十 ys)r]} 


十 -三 (GowEd 一 yi)yxe] 


+ (pnysyue)[m(1 一 ys) yey]} 


=-- 启 (md 十 2 四 [aa(l 十 ys 


十 [za(1l 十 ps) J Lryadl 十 ys)e)} 
(9.5 一 7) 
对 一 般 的 弱 作 用 ,必须 引进 一 个 修正 参数 a, 以 使 得 理论 与 实 
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验 一 致 .所 以 6 豪 变 的 Lagrange 密度 函数 应 修正 成 


cn 有) =- 所 !Goa 十 eye)a][ap(1 + 7)%] 


十 [apz(1 十 es) 人 [zyx(1 十 ys)e]) 
(9.5 一 8) 

这 里 筷 m(1 十 z) 央 一 般 称 为 V 一 A 型 弱 流 或 V 一 A 流 , 在 上 式 中 
我 们 区 别 了 两 种 中 微 子 :电子 中 徽 子 w 和 “中 微 子 wm 总 是 同 e 而 
不 同 一道 起 作用 ;相反 ,*», 总 是 同 “而 不 同 。 一 道 起 作用 ,这 是 经 
过 实验 证 明 的 。 

式 (9.5 一 7) 和 (9. 5 一 8) 中 只 有 一 个 耦合 常数 G, 而 且 基本 上 
相等 ,因此 ,这 种 四 费 米子 耦合 称 为 v 一 A 型 普 适 弱 相 互 作用 。 

上 述 一 4 型 四 费 米 子 相互 作用 理论 是 盖 尔 虽 和 费 吧 (Gell- 
mann and Feynman1958) 提 出 的 , 它 得 到 大 量 实 验 的 支持 ,但 在 有 
奇异 粒子 ( 指 K 介子 和 超 子 ) 参 加 下 ,理论 未 能 很 好 地 说 明 全 部 实 
验 事实 .虽然 Fermi 弱 作 用 理论 对 于 低能 弱 过 程 能 很 好 说 明 , 但 
是 ,在 高 能 区 却 遇 到 严重 困难 ,例如 对 十 e- 一 十 散射 过 程 ， 
取 一 级 近似 可 得 到 截面 

o~ GR 

这 表示 ,有 效 截面 " 随 质 心 系 能 量 EE 的 平方 而 无 限 增长 ,这 破坏 
了 过 程 的 么 正 性 。 

另外 ,由 于 相互 作用 常数 G 具有 能 量 的 负 方 等 ,这 种 相互 作 
用 是 不 能 重 整 化 的 ,所 以 上 述 理论 还 不 是 一 个 完善 的 理论 。 因 此 ， 
六 十 年 代 , 人 们 又 重新 注意 弱 作 用 的 中 间 玻 色 子 理论 ,认为 弱 作 用 
和 电磁 作用 相 类 似 ,是 通过 媒介 子 一 中间 玻 色 子 来 传递 的 .在 规 
范 场 论 中 ,中 间 玻 色 子 场 就 是 规范 场 ,进而 发 展 成 为 弱电 统一 理 
论 ,我 们 将 在 本 书 最 后 的 第 十 三 章 中 介绍 。 
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第 十 章 ”散射 矩阵 和 协 变 微 扰 论 


量子 场 论 的 一 个 最 重要 的 课题 是 对 有 相互 作用 的 场 系统 进行 
求解 ,具体 地 说 ,就 是 求 场 系统 不 同 量子 态 之 加 的 牙 迁 振幅 和 兢 迁 
几率 。 我 们 知道 ,量子 力学 问题 的 求解 ,可 以 在 各 种 表象 中 进行 , 选 
择 恰当 的 表象 (犹如 力学 问题 中 选用 恰当 的 坐标 系 ), 可 使 求解 问 
题 方便 得 多 .。 实 践 证 明 , 如 果 采 用 相互 作用 表象 ,不 但 求解 方便 ,而 
且 具 有 明显 的 协 变性 。 


8 10.1 相互 作用 图 象 


1. 量子 力学 中 的 图 象 

在 量子 力学 中 ,一 切实 验 结果 都 可 以 用 不 同 的 算 符 F 在 不 同 
的 态 je 之 和 心 > 间 的 矩阵 元 二 olF12 来 表述 ,在 量子 力学 里 ， 
描述 上 述 矩 阵 元 的 方式 ,原则 上 有 无 穷 多 种 ,相应 于 无 穷 多 种 图 
象 , 但 当 我 们 研究 矩阵 元 随时 间 :的 演变 时 ,就 得 用 与 时 间 上 有 关 
的 图 象 ,最 常用 的 与 时 间 上 有 关 的 图 象 是 S 图 象 ( 薛 定格 图 象 )H 
图 象 ( 海 森 堡 图 象 ) 和 I 图 象 ( 相 互 作用 图 象 ) .这 三 种 图 象 ,采用 三 
种 不 同 的 方式 来 描述 系统 随时 间 # 的 变化 : E 

a. 系统 随时 间 的 变化 完全 由 态 随时 间 的 变化 来 反映 , 称 为 S 
《Schr5 dinger) 图 登 。 

b. 系统 随时 间 的 变化 完全 由 算 符 随时 间 的 变化 反映 , 称 为 匡 
(Heisenberg ) 图 象 。 

c. 系统 随时 间 的 变化 ,部 分 地 由 态 随时 间 的 变化 反映 ,部 分 地 
由 算 符 随时 间 的 变化 反映 ,这 就 是 ICInteraction) 图 象 。 

当然 ,这 三 种 描述 方法 (图 象 ) 应 该 是 等 价 的 , 即 ,它们 计算 出 
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的 矩阵 元 <a|1z12 之 应 该 是 相等 的 。 在 分 别 讨论 三 种 图 象 之 后 ,我 
们 将 证 明 这 一 点 。 

(1)S( 球 定格) 图 象 

在 通常 的 量子 力学 里 , 态 矢 | 达 与 时 间 有 关 , 它 满足 波动 方程 
《Schrodinger 方程 ) 


i2lt>= Hp lt> (10.1— 1) 


五 (q,7) 是 动力 系 的 厄 米 哈密 顿 ( 即 能 量 ) 算 符 。 
可 观察 的 物理 量 (4,?) 都 是 厄 米 算 符 , 且 与 时 间 :无 关 , 即 
1+ 一 P, 且 
Flqp)=0 (10.1— 2) 
物理 量 f 的 期 待 值 是 : 
FO =<itlr(g,7)1t> (10.1— 3) 
它 与 时 间 上 有 关 。 由 (10.1 一 1),(10.1 一 22 和 (10.1 一 3) 有 


FW =(<d Dr plt> 


+<iltg plt>+< leg,r) 2 > 
=i<HAt FG p> i< tr pH > 
=i<it[H,F(9,8)]lt> (10,1— 4) 
(其 中 考虑 到 H+ 二 8)。 
综合 得 到 在 S 图 象 中 态 矢 和 物理 量 算 符 满足 


i 且 | >, 一 也 | >， 


忘 =0 (10.1 一 5) 
_ B=i,<|[H,,r,]|>, 
其 中 下 标 S 表 示 S 图 象 中 的 量 。 
《2)H( 海 森 堡 ) 图 象 
态 的 运动 方程 为 ; 
21>a=0 (10.1 一 6) 
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算 符 的 运动 方程 为 
Fs = i[Ha, Pa] 
可 推 证 Ps = i< |[Ha, Pa]| 之 | 
其 中 下 标 五 表示 HH 图 象 中 的 量 。 
(3)I( 相 互 作用 ) 图 象 
在 相互 作用 图 象 中 , 态 和 算 符 都 随时 间 变化 , 态 的 运动 方程 为 


i2|>1= Hl >， (10.1— 8) 


C0 = 


算 符 的 运动 方程 为 

Fi = [Huy, PF] 
推 得 =i<l[H,PJ| > ) (10.1— 9) 
其 中 Hi = Ho 十 Hw 为 作用 图 象 中 的 哈密 顿 ,在 (10.1 一 9) 中 取 
i 二 Ho 得 

Hu=0, Hux0 
取 Fi= HH 得 

B=0 
表示 在 作用 图 象 中 Ho 与 时 间 无 关 ,“ 自 由 ”部 分 能 量 不 守恒 ,但 总 
的 能 量 守恒 。 将 五 ,写成 Hw 和 Hs 之 和 的 分 法 是 任意 的 ,如 取 有 Hw=0 
, 则 作用 图 象 就 是 薛 定格 图 象 ; 如 取 如一 0, 作 用 图 象 就 是 海 森 堡 
图 象 。 
可 以 证 明 : 由 薛 定格 图 象 出 发 通过 以 下 变换 
| > = (| >),= esr| >, (10.1 一 10) 


和 Fa = (empe-m), = eaPe 一 < (10.1— 11) 
可 变 至 海 森 堡 图 象 . 证 明 如 下 : 
从 (10. 1 一 10) 式 有 
全 | > 一 edizDO| >,+ er 总! > 
=[esGH,— 这 站 | > 一 0 
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这 就 是 海 森 堡 图 象 中 的 态 运 动 方程 (10. 1 一 6)。 
从 (10.1 一 11), 取 = 万 得 Hs = 有 ,然后 由 
Fa = 这 (eipe-in) 
=i(Hpe/Pe-int 一 etpe™ AH,) 
=i[H,Pa 一 FaH,] = i[Ha,PFa] 
这 就 是 海 森 堡 图 象 中 算 符 的 运动 方程 (10. 1 一 7) 式 。 


类 似 地 从 桩 定格 图 象 出 发 ,通过 变换 
| > 一 (em >), = ene] >, (10.1— 12) 
和 Fi = (eBdFe-iHe), = eorpe Ht (10.1— 13) 
可 变 至 作用 图 象 .证明 如 下 : 


从 (10.1 一 12) 有 ~ 
| =i 2 (en >)») 
Ey 1 了 EE * 


一 ioeme| >+ ers| > 了 
一 [eu( 甩 一 Ho)| >1,= [etH| > 
一 [emoi11e-'areao| > ], 
=Hy| > 
推导 中 用 了 五 == Ho 十 Hi 和 (10.1 一 13) 式 ,这 就 是 作用 图 象 中 的 
态 运动 方程 (10. 1 一 8) _ 
从 (10.1 一 13) 出 发 , 先 令 P = 及 得 Hw = 有 ,然后 由 
emp em 
=iflwe mip eH 一 ie ™ Pe- Hut Ho 
=i[Ho, Pi] 
这 就 是 作用 图 象 中 的 算 符 运动 方程 (10. 1 一 9) 式 。 
从 (10. 1 一 10) 一 (10. 1 一 13) 立 即 可 得 
(< alzIb>)a 一 (<alPlb>) 一 (<<clpib 之 ) 
这 就 证 明了 三 种 图 象 的 描述 是 等 价 的 。 今 后 ,我们 都 采用 相互 作用 


图 象 . 为 了 简单 不 再 注 明 下 标 “7”。 
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2. 相互 作用 图 象 “ 

在 量子 力学 里 ,我 们 常用 薛 定格 图 象 , 但 是 在 量子 场 论 里 ,如 
果 用 薛 定格 图 象 , 场 算 符 p(x) 将 不 是 时 间 的 函数 ,而 仅仅 是 空间 
坐标 的 函数 , 场 方程 不 具有 明显 的 罗 仑 效 不 变性 .因此 ,前面 几 章 
我 们 都 是 在 海 森 堡 图 象 中 讨论 ,那里 场 算 符 w(z) 是 时 间 和 空间 的 
函数 ,所 得 到 的 自由 场 和 相互 作用 场 方程 都 具 明显 的 罗 仑 效 不 变 
性 ,但 是 ,我 们 已 经 看 到 ,在 相互 作用 情况 下 , 妃 图 象 中 的 场 方程 是 
一 个 非 齐 次 (有 时 是 非 线 性 ?的 方程 ,要 得 到 它们 的 解 的 封闭 形式 
是 困难 的 ,这 使 得 我 们 不 能 仿照 自由 场 的 方法 ,从 同一 时 间 的 对 易 
关系 推广 到 不 同时 间 的 对 易 关 系 , 即 不 能 得 到 协 变形 式 的 对 易 关 
系 .为 了 加 免 这 一 困难 ,我 们 采用 相互 作用 图 象 。 

由 (10. 1 一 8)(10. 1 一 9) 知 道 ,作用 图 象 中 , 态 方程 


i2|>= |> (10.1— 14) 


表示 在 作用 图 象 中 态 的 演变 只 与 相互 作用 哈密 顿 有 关 , 而 场 算 符 
的 运动 方程 (这 里 了 写成 9) 
9 = i[Ho,9] (10.1 一 15) 

表示 ,在 作用 图 象 中 ,相互 作用 存在 时 的 场 的 运动 方程 和 海 森 堡 图 
象 中 自由 场 的 运动 方程 一 样 ,只 依赖 于 自由 哈密 尺 。 因 此 ,相互 作 
用 图 象 里 ,相互 作用 情况 下 , 场 算 符 的 不 同时 间 对 易 关 系 也 和 海 森 
堡 图 象 自由 场 的 对 易 关 系 一 样 ,具有 明显 的 罗 仑 效 不 变性 。 

可 见 , 对 于 相互 作用 的 场 系统 ,用 相互 作用 图 象 讨论 问题 十 分 
方便 。 


8 10. 2 量子 场 论 的 求解 和 U 和 矩阵 


在 上 节 我 们 看 到 相互 作用 图 象 中 蛾 算 符 服从 自由 场 的 运动 规 
律 和 对 易 关 系 。 因 此 我 们 进一步 的 工作 是 求解 作用 图 象 中 的 态 矢 
量 .把 互 作用 图 象 中 的 态 矢 的 运动 方程 (10. 1 一 14) 改 写 为 
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>= HO lt> (10.2— 1) 


其 中 lt 二 代表 | >n HD 并 不 是 上 的 显 函数 而 只 是 通过 场 算 符 与 
t 有 关 。 

上 式 是 | 之 的 线性 方程 ,而 且 对 上 又 是 一 次 微分 方程 .因此 ,只 
要 给 出 一 个 初始 条 件 , 即 给 出 某 时 到 的 初 态 | > 则 任意 时 刻 i 的 
态 矢 上 > 都 可 从 | 按 (10. 2 一 1 的 规 可 演化 得 列 ， 

1.U 矩阵 的 定义 

因为 (10. 2 一 1) 是 线性 方程 ,所 以 态 的 演化 也 可 用 下 面 的 数学 
式 表述 出 来 : 

lt>= v0, 1 > (10.2 一 2) 

其 中 DG) 是 一 个 表示 时 间 演 化 的 算 符 (和 矩阵 ), 又 叫做 U 和 矩阵 ， 
上 式 就 是 U 矩阵 的 定义 式 。 

将 (10. 2 一 2) 代 入 (10. 2 一 1) 得 到 满足 的 微分 方程 : 


i BUG) = HUGt) (10.2 一 3) 
可 见 ,对 态 方程 的 求解 问题 ,转化 为 对 U 矩阵 的 求解 问题 。 
” 2.U 矩阵 的 性 质 
U 和 矩阵 有 如 下 人 性质: 


a.U(tdo) = 06st) = 1 (单位 矩阵 ) 
45.0,d) = V(b) Vu 《〈 可 加 性 7 
ce.Ultost) = U1(t, 4) (存在 逆 和 矩阵 ) 
Ut (bto)7Ctt) = 1 
dU UT (t,t) =1 | (《 么 正 性 ) 
+ (tt) = Ui,t) 
证 明 : 
性 质 a: 可 由 (10. 2 一 2) 直 接 看 出 。 
性 质 b: 可 在 (10. 2 一 2) 中 令 
lt>=VG,)14 > 和 la>= UG la> 
则 lt>= UG, >= U6) li > 
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U0) = UU C6) 
性 质 :由 性 质 2, 令 其 中 三 tx 则 有 
Dit) = gtotO0Gtst) = 1 
故 有 Uio,t) 和 Ui,io) 都 不 为 零 , 且 s 
Do = U1(t,t) 
性 质 d: 取 (10, 2 一 3) 的 厄 米 共 轿 并 注意 到 H+ = Hi, 得 到 : 
0+ Ct) = Ut WH (10.2— 4) 
用 U+ (,w) 左 乘 (10. 2 一 3), 减 去 U(t,t) 右 乘 (10.2 一 外 得 
BUt (UD)) = 0 


U+ (tto)U(tto) = 常量 
利用 (tt) = 7 得 到 
Ut Ct)U tw) 一 了 


类 似 地 有 UU+ (to) 一 了 
由 于 UU hb) 一 了 
比较 得 : Ut+ (t,t) = U7, to) (10.2— 5) 


由 (10. 2 一 5) 和 首 矩 阵 的 存在 性 知 0 为 么 正 矩 阵 。 
最 后 我 们 指出 U 的 么 正 性 保证 了 几率 守恒 , 即 
<ilt>=<wlvt Vb >=<ulk>=7 
3.U 矩阵 的 级 数 解 
为 便于 求解 ,我 们 把 微分 方程 (10. 2 一 3) 改 写 为 积分 方程 。 考 
虑 到 初始 条 件 UC,to) = 1, 就 得 到 


Ut) =1— | aad) vast) (10.2 一 6) 
】 


这 里 ! 之 > t, 用 循环 法 求解 这 个 积分 方程 可 得 : 
Vt) =1 十 (一 引 aL + CD [ dHi(t)U tasto)] 
如 和 


一 1 十 co anna) 十 (一 Dr] aaf ‘ane CD) 
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= Sot) 


0 


其 中 
(0) 二 so 
UH 一 ( 中 sf dh 上 oH) HIE) 
《10. 2 一 7) 
以 上 各 式 的 积分 上 限 受 如 下 条 件 限制 : 
t>> te > bl (10.2 — 8) 


而 且 积 分 上 限 各 不 相同 ,计算 起 来 比较 困难 .为 了 消除 这 些 限 制 ， 
并 使 积分 上 限 相 同 ,我们 引进 “ 戴 逊 时 序 算 符 P”, 其 定义 是 : 当 P 
作用 于 若干 个 有 时 间 标 志 的 算 符 时 ,其 结果 把 这 些 算 符 乘积 的 顺 
序 按时 间 先 后 自 右 至 左 排列 , 即 较 先 的 排 在 右边 , 较 后 的 排 在 左 
边 。 例 如 , 当 盖 二 二 环 时 

P{HC) HA ) = HC HW Hh) 


(10.2 一 9) 
藉 助 “ 戴 示 时 序 算 符 -P”,(10. 2 一 7) 可 改写 成 : 
Ga) 号 Da a 
oo 人 ua) = 人 人 ee- [fa 
“ P{Ht) ee Hh) Hh)} 
(10.2 — 10) 


在 上 式 中 由 于 引 闻 了 时 序 算 符 P, 使 得 4,42……6 等 不 再 受 条 件 
(10. 2 一 8) 的 限制 ,例如 ,可 大 于 4 也 可 小 竹刀 ,因此 (10. 2 一 10) 
的 上 限 都 应 改 为 .这 样 (10. 2 一 10) 的 积分 区 域 要 比 (10. 2 一 7) 
的 积分 区 域 大 xs! 倍 ,所 以 (10. 2 一 10) 式 的 积分 号 前 出 现 一 个 因子 


淖 - 为 了 更 具体 地 了 解 这 一 点 ,我 们 在 下 面 做 进一步 的 证 明 。 
先 研 究 下 面 的 二 重 积分 
J “dbaP[ HA HC)] (10.2 — 11) 
» 


由 P 算 符 的 定义 可 知 
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已 (GD)Ei(Ctz) 当 W 之 
Hi(&)Hi(W) 4b 
(10.2 — 12) 


PLH:CD H(t)] = { 


用 上 式 可 将 (10. 2 一 11) 的 积分 分 解 为 两 部 分 , 即 
[ du duP[ 甩 (DEC6)] 
1 1 


= [ da | JaaP[ HC HiCt)] 
wo ' 
十 J aapL ac ic)] 
: = da aa He) 
和 % 
+ | nf dtoH,(t2) H(t) (10.2 — 13) 
wm ja : 


图 10 一 1 可 见 , (10. 2 一 13) 左 边 
的 积分 范围 是 整个 正方 形 ,而 右边 
的 第 一 个 积分 的 积分 范围 是 三 角形 
I, 第 二 个 积分 的 积分 范围 是 三 角形 
工 . 我 们 可 改变 第 二 积分 的 顺序 , 即 
先 对 4 积分 ,然后 对 & 积 分 ,于 是 第 
二 个 积分 写成 


fa a Ect) 
‘0 ] 
将 上 式 的 积分 变数 与, 其 积分 值 应 不 变 , 即 上 式 改 写成 
[I iHi(t) Hilh) (10.2 一 14) 
be 1 
可 见 (10. 2 一 13) 右 边 的 两 个 积分 完全 一 样 ,于 是 (10. 2 一 13) 写 成 
oaeeCmeoomo 
】 和 
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" 
一 2 oaf au) Ht) (10.2 — 15) 
和 如 
或 
下 
aa fancy mc) = 下 [| PL HC] 
】 各 加 ， 


(10.2 一 16) 
令 (10.2 一 7) 中 4=2, 并 将 上 式 代 入 则 得 


UH) = 与 它 | oj er mdt)] 
将 上 述 方 法 推广 到 重 积分 的 情况 , 则 有 


(10.2 — 17) 


§ 10. 3 ”散射 矩阵 S 和 了 跃迁 振幅 


1.S 矩阵 的 定义 
在 前 面 自由 场 理 论 中 ,我 们 对 微观 粒子 的 运动 采用 平面 波 的 
极限 表示 .因此 , 场 与 场 之 间 的 相互 作用 原则 上 在 整个 空间 (V = 
oo) ,整个 时 间 (T = co) 里 进行 .这 是 理论 的 抽象 ,实际 观测 的 粒子 
不 是 抽象 的 平面 波 , 而 是 波 包 , 所 以 有 效 的 相互 作用 不 是 在 整个 空 
间 和 整个 时 间 里 进行 .但 实践 证 明 ,这 种 理论 抽象 对 实验 结果 是 一 
个 很 好 的 近似 ,因此 按照 量子 场 论 的 相互 作用 理论 ,一 个 物理 过 程 ， 
动力 系 的 初 态 应 是 它 在 t= 一 oo 的 物理 态 , 即 | 一 ce >, 它 的 末 态 
应 是 t= co 的 物理 态 , 即 |co >, 按 (10. 2 一 2), 初 末 态 之 间 的 联系 
是 
lce>= ,am yo) 一 co> 40.3 一 1) 
各 
假使 VG,4) 存在 确定 的 极限 ,我 们 就 把 这 个 极限 定义 为 8 和 矩阵， 
即 
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lim 
hee Ul(t,t) Uo, — 0) (10.3— 2) 


由 于 VU 是 么 正和 矩阵 ,所 以 8 也 是 么 正和 矩阵 , 即 
St+= SS-!, S+S8= SSt=1 (10.3 — 3) 
利用 (10. 3 一 2) 可 将 (10. 3 一 1) 写 成 
ee >=.3| 一 co > 
2.S 矩阵 的 展开 式 
由 8S 和 矩阵 的 定义 式 有 
S=U(,— co) = Toleo, — oo) (10.3— 4) 


令 8 一 so 


a=0 


则 So 一 Uam(co, 一 co) 


== a e00000 三 wemey oo Hi(t,)] 


(10.3— 5) 
但 0 = 人 arere (10.3— 6) 
故 (10. 3 一 5) 可 写成 
Sa 一 52 dn -| dm,P[L EGC) Es,)] 
es 六 so 一 So) 十 SD (10.3 一 7) 


这 就 是 8 矩阵 的 展开 式 , 当 相 互 作用 2 很 弱 ( 微 扰 ) 时 ,在 计算 
中 ,我 们 只 取 (10. 3 一 7 的 前 面 几 项 就 近似 准确 了 ,这 称 为 微 扰 近 
似 。 

3. 跃迁 振幅 

在 实际 物理 实验 中 ,粒子 之 间 的 相互 作用 的 有 效 时 间 不 是 
而 是 短暂 的 ,但 是 相互 作用 的 时 间 了 被 场 论 抽象 为 c", 实 验 仪器 
进行 观测 的 时 间 比 粒子 间 相 互 作用 的 有 效 时 间 长 得 多 , 即 实验 观 
测 时 间 比 有 效 相互 作用 时 间 应 是 更 高 级 的 co 因此 ,实验 观测 的 初 
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态 和 未 态 都 是 没有 相互 作用 的 自由 场 系统 的 物理 态 , 初 态 | 一 co> 
是 相互 作用 发 生前 自由 场 系统 的 一 个 物理 态 ,未 态 |ceo> 是 相互 作 
用 完毕 之 后 自由 场 系 统 的 一 个 物理 态 .( 所 谓 物理 态 是 指 自 由 的 物 
理 粒 子 态 , 即 不 同 粒子 之 间 虽 无 相互 作用 ,但 每 个 粒子 同 自 己 的 辐 
射 场 始终 有 相互 作用 ,其 结果 是 实验 观测 的 具有 物理 质量 ,物理 电 
荷 的 物理 粒子 ,而 不 是 不 存在 自作 用 或 者 说 不 包含 固有 场 的 所 谓 
裸 粒子 )。 

设 自由 场 系统 的 初 态 是 一 个 确定 的 粒子 态 , 记 为 |> ,通过 相 
互 作用 i, 这 个 初 态 按 (10. 2 一 2) 演 化 为 下 列 末 态 

lm ,i>= sli> 
按照 量子 力学 ,这 个 末 态 一 般 是 许多 相互 正 交 的 自由 场 系统 本 征 
态 的 线性 登 加 .假设 |f 之 是 自由 场 系 统 的 一 个 确定 的 粒子 态 , 它 可 
能 包含 在 末 态 |ce,*>> 之 中 ,那么 , 它 包含 在 |co,t>> 之 中 的 几率 振 
幅 是 

< 了 flco > 王 < flSh > 
这 就 是 从 确定 的 初 态 上 之 经 过 相互 作用 多, 演化 为 确定 的 末 态 | 
> 的 跃迁 振幅 ,又 称 为 8 矩阵 的 总 矩阵 元 , 简 记 为 : 
Sn=<fISli> (10.3—8) 

量子 场 的 相互 作用 理论 的 一 个 重要 任务 是 求 出 给 定 物理 过 程 
的 跃迁 振幅 Sr, 然后 从 Ss 推算 出 各 不 同 物理 过 程 中 由 实验 可 以 直 
接 测定 的 牙 迁 几率 。 


§ 10.4 S 和 矩阵 的 简化 


上 节 指 出 ,由 于 场 的 相互 作用 ,使 系统 由 一 个 确定 的 初 态 上 
> 跃迁 至 另 一 个 确定 的 终 态 |f 之 ,其 跃迁 振幅 为 < 了 13 上 > ,而 
其 中 的 8 是 含有 无 穷 多 项 的 各 种 算 符 的 腰 积 如何 从 这 无 穷 多 项 
中 找 出 对 我 们 所 讨论 的 物理 过 程 有 贡献 的 一 些 项 ?这 就 是 本 节 将 
要 讨论 的 问题 。 
工 真 空 的 定义 “正规 乘积 
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(1D 真空 的 定义 
所 谓 某 种 场 p( 或 »、4) 的 真空 ,是 指 没有 存在 与 该 场 相应 的 
粒子 的 状态 .因此 ,对 某 种 场 来 说 ,其 真空 态 的 能 量 、 动 量 . 电 荷 都 
应 等 于 零 因 为 负 频 算 符 wp 一 (%-、 4 等) 是 减 小 能 量 的 算 符 ( 含 
消灭 粒子 的 算 符 ), 所 以 真空 态 10 > 可 由 下 述 条 件 定义 (以 mw 场 为 
例 ) 
9c(Cz)10 之 一 0 (10.4— 1) 
这 式 的 厄 米 共 晃 为 
<<0lgcGz) 一 0 (10.4— 2) 
归 一 化 条 件 为 ， 
<00>=1 (10.4 一 3) 
上 面 三 式 可 做 为 真空 的 定义 利用 产生 和 淹没 算 符 ,真空 的 等 效 定 
义 可 写成 
aCR)10>=0 或 ”<0leCR) 一 0 (10.4 一 4) 
借助 粒子 的 产生 和 潭 没 算 符 以 及 真空 的 定义 ,我 们 可 以 写 出 存在 
粒子 s,b，…e 的 初 态 为 
i>=ab me 0> (10.4 -- 5) 
存在 粒子 4,e……f 的 终 态 为 
|f>= adenf*10> (10.4— 6) 
在 散射 衰变 等 问题 中 , 常 要 知道 由 某 一 确定 的 始 态 |; 之 跃迁 
到 某 一 定 的 终 态 1f> 的 几率 .从 3 和 矩阵 的 定义 知 ,这 个 牙 迁 振幅 
为 
忆 开 SEE 之 一 < 01de……flSla"0 10 之 
(10.4 一 7) 
(2) 正 规 乘 积 
在 前 面 几 章 关于 自由 场 量子 化 的 讨论 中 我 们 得 到 ,不 存在 粒 
子 的 真空 态 ,其 能 量 \ 动 量 、 电 荷 等 物理 量 的 数值 为 无 穷 大 (或 负 无 
穷 大 ) ,这 显然 与 事实 不 符 . 究 其 原因 ,是 由 于 我 们 的 数学 处 理 存在 
不 足 之 处 。 只 要 引进 正规 乘积 的 概念 , 便 可 消除 这 些 无 穷 大 的 能 
量 、 动 量 . 电 荷 等 伪 物 理 量 。 
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另 一 方面 ,在 微 扰 计 算 中 ,8 矩阵 可 展开 成 无 穷 级 数 > So)， 
每 个 So) 中 都 包含 着 时 序 乘积 P(EC;(z1)…*…820i(z,)), 而 每 一 个 
多 'Gz) 又 包含 着 各 种 场 算 符 的 乘积 例如, 电磁 相互 作用 的 
全 人 全 

Ei(z) 一 一 iepy ,Ap 要 

在 相互 作用 图 象 里 , 场 算 符 3.$、4 或 p 各 包含 着 放生 、 
h(t) 或 ,9+) 类 型 的 产生 和 消灭 算 符 。. 所 以 ,S 矩阵 实际 上 包含 着 一 
系列 的 消灭 和 产生 算 符 乘积 的 项 。 但 是 ,并 不 是 每 一 项 都 能 对 一 给 
定 的 过 程 (i-> f) 作出 贡献 ,在 8 阵 中 只 有 那些 具有 与 始 态 粒子 相 
对 应 的 消灭 算 符 及 与 终 态 粒子 相对 应 的 产生 算 符 作为 因子 的 项 才 
对 二 f181i 之 给 出 贡献 .在 这 样 的 算 符 乘积 中 也 有 可 能 包含 着 附 
加 的 一 对 对 的 产生 和 消灭 算 符 ,使 产生 新 的 粒子 又 立即 将 它 消灭， 
这 些 虚 粒子 仅 出 现在 中 间 状 态 。 

为 了 计算 方便 起 见 , 最 好 利用 算 符 的 对 易 关 系 把 8 矩阵 中 各 
项 的 算 符 乘 积 排列 成 正规 形式 , 即 把 所 有 的 消灭 算 符 都 排列 在 右 
边 而 产生 算 符 都 排列 在 左边 ,这 样 便 我 们 很 容易 看 出 那些 项 对 一 
给 定 的 过 程 (i 一 了 ) 的 5 矩阵 元 作出 贡献 ,而 那些 项 对 这 个 过 程 并 
不 作出 贡献 ,于 是 就 可 能 使 各 种 物理 过 程 的 讨论 大 为 简化 。 这 是 我 
们 引入 正规 乘积 概念 的 又 一 个 原因 。 

正规 乘积 定义 为 :在 一 个 算 符 乘积 中 ,把 所 有 的 淹没 算 符 都 排 
在 右边 ,所 有 的 产生 算 符 都 排 在 左边 。 通 常 冠 以 记号 表明 正规 乘 
积 , 并 且 规 定 , 在 算 符 的 这 种 重新 排列 过 程 中 ,每 对 调 一 对 玻 色 场 
算 符 (或 对 调 一 个 玻 色 场 一 个 费 米 场 算 符 ) 不 改变 符号 ,每 对 调 一 
对 费 米 场 算 符 则 改变 一 个 负 号 。 

a. 玻 色 场 算 符 的 正规 乘积 

根据 定义 有 

N[p™ Cs) pHs) =N[g Ps) pz)] 
一 pH(z)gC(z)》 (10.4—8) 
正规 乘积 服从 乘法 分 配 律 , 例 如 : 
N[mw*(z)g(z)] 一 N[(o "一 (z) 十 p* Hz) CH) + pz))] 
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一 N[w "一 (z)9C)(z) 十 pHs) Hz) 
十 oz)pC(z) 十 oz)9C+)(z)] 
=9° Op pHs) CCz) 
十 pg Hz pz) 十 gp Pz) pHs) 
一 N[p*C 一 (z)pC-)(z)] 十 Ng (zs) gt 2)] 
十 Ng* Hr) gz)] 十 NEg* a) gz)] 
(10.4 — 9) 
正规 乘积 与 一 般 乘积 只 差 一 个 函数 ,例如 : 
Nfp(z)p(z' )] 一 plz)9(z’ ) 
= (zp ) 二 PC+)(z/ pz) 
十 pH zp Hz ) 十 pHs) H(z! 和 
[psp 十 pz pz’ ) 
十 pH (zp z ) 十 PH (zs) p+! )] 
= —[pOz) pe )] 
利用 对 易 关 系 (5. 1 一 41) ,上 式 写 成 
N[w(z)9p(z' )] 一 9(z)9(z ) =—i4t(z 一式) 
同 理 。” VLw"(z)8(z' )] 一 9 "(z)p(z ) =~i4 (zz) } 


(10.4 一 10) 
可 证 Nmw(z)o(z' )] = N[w(z' )(z)] (10.4— 11) 
b, 费 米 场 算 符 的 正规 乘积 
根据 定义 有 


N[$™ C2)¥ H(z) 一 一 N[8WH(z' POE)] 一 一 Ft a Cz) 
NI¥™ Cz) yO) 一 一 NL$O zs pI)] 一 一 $a’ Nz) 
=p™ (sp ) 
容易 证 明 费 米子 场 的 正规 乘积 服从 乘法 分 配 律 ,并 且 它 与 一 
般 乘 积 之 差 也 是 一 个 函数 。 例 如 
N[g(z)%n(z )] 一 Pz) pez’ ) 
=[¥$ C2) ) 一 Pz! YL z) 
十 Wt)(z) Cz! ) 十 H(z)$t (ze! )] 
—[$O 0 ) 十 BO PD 
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十 潜 DD(z) (2' ) 十 冤 +7(z)%+2(z' 7 
一 一 [$$ (2) ,$2) J]+ 
利用 (6. 3 一 11) 式 可 将 上 式 写 成 
N[¥,Cz) ,pz )] 一 $a) plz ) = iSK(z'— z ) 
同 理 N[YoCz) $Cz’ )] 一 $2) — Bolz' ) = iSH(z — z') 
NL¥Cz) Cz )] 一 yz)#(z ) 一 0 
NI8(z)%(z )] — $2)8(z' ) 一 0 
(10.4 一 12) 
此 外 ,还 可 证 明 
N[%(z)%(z' )] =— N[8W(z' )%(z)] (10.4— 13) 
今后 ,我 们 认为 ,所 有 的 物理 量 , 如 拉 氏 密度 能量, 动量 . 电 
流 . 电 荷 等 的 算 符 表达 式 都 是 正规 乘积 .这 时 以 前 的 推导 都 没有 影 
响 , 只 是 在 结果 上 可 能 相差 一 个 普通 的 数 。 根 据 前 面 真空 和 正规 有 乘 
积 定义 ,我 们 可 以 看 出 ,所 有 用 正规 乘积 表示 的 物理 量 , 其 真空 平 
均值 皆 为 零 。 即 
<<0|N[w"(z)m(z' )%(z)……]10 之 一 0(10.4 一 14) 
因此 ,用 正规 乘积 表示 物理 量 算 符 后 ,就 消除 了 真空 中 的 物理 
量 ( 无 穷 大 量 ), 前 面 所 出 现 的 真空 中 能 量 , 动 量 、 电 荷 等 的 无 穷 大 
困难 就 不 存在 了 。 
2. 算 符 的 收缩 
(1)Wick 时 序 来 积 卫 
Wick 时 序 乘 积 2 和 Dyson 的 时 序 乘积 忆 相 似 , 两 者 都 是 使 
算 符 乘积 ,按时 间 先 后 自 右 至 左 排列 。 所 不 同 的 是 ,对 时 序 乘积 了， 
算 符 在 上 述 重新 排列 时 ,每 对 调 一 对 费 米 子 增加 一 个 负 号 ,因此 ， 
两 者 的 关系 是 
TU W) 一 (一 DPCY……W)》 (10.4 一 15) 
x# 为 按时 间 顺 序 排 列 时 须 对 调 费 米子 场 的 次 数 。 
对 费 米 场 
pz)¥(y) 当 zo 之 加 
一 %(D%(Cz) 当 zo<<3o 
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$$ 


了 [%(z)#()] = { (10.4 一 16) 


plz)p(y) 当 zo>>yo 
Pl9)9(z) 当 zo< yo 
(10.4 — 17) 


T[p(z)p(y)] 一 { 


一 般 表示 成 。 

NOT…… 了 ) = 一 (一 1 Fw 玖 ) 
UV'……W' 是 将 UV…W 重 新 排列 成 所 有 消灭 算 符 均 在 右边 的 正 
规 形式 ,指数 代表 重新 排列 时 需要 对 调 费 米 场 算 符 对 的 次 数 。 

在 Yukawa 耦合 中 , 费 米 场 总 是 成 对 出 现在 相互 作用 哈密 顿 
如 中 ,所 以 ,我 们 可 以 将 8S 矩阵 中 的 时 序 算 符 P 改写 成 时 序 算 符 
了。 
(2) 算 符 的 收缩 
… 现在 来 讨论 如 何 将 时 序 乘积 表示 为 正规 乘积 的 问题 .为 此 目 
的 ,我 们 引进 算 符 收缩 ”的 定义 :两 个 算 符 忆 .地 的 时 序 乘 积 与 其 
正规 乘积 的 差 称 为 “ 算 符 收缩 , 记 为 灰 。 即 
TUV) = NOV 十 三 (10.4 — 18) 
显而易见 ,将 两 个 算 符 的 时 序 乘积 用 正规 乘积 来 表示 时 ,必须 利用 
对 易 ( 或 反 易 ) 关 系 适 当 调 换 二 算 符 的 位 置 ,由 此 产生 了 附加 的 项 
UV ,在 相互 作用 图 象 中 , 场 算 符 的 对 易 关 系 必定 为 普通 的 数 , 可 见 
UV 亦 必定 为 普通 的 数 而 不 是 算 符 了 ,所 以 称 之 为 算 符 收缩 。 
对 (10. 4 一 18) 式 两 边 取 真 空 平均 值 ,由 于 普通 函数 的 真空 平 
均值 仍 为 原来 的 函数 ,而 正规 乘积 的 真空 平均 值 为 零 , 即 
<0wlo>=W 
<ONC I0>=0 
故 算 符 的 收缩 等 于 时 序 乘积 的 真空 平均 值 , 即 
WW=<07T07)10> (10. 4 — 19) 
2. 介子 场 算 符 的 收缩 
先 讨 论 VU.V 为 单独 的 产生 或 消灭 算 符 的 情形 。 由 定义 式 (10. 
4-18) 有 : 
YE)(Cz)9C+ CD) i T(gO D9))— N(g™ (zp (y)) 
(10.4 — 20) 
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根据 了 和 的 定义 ,当时 间 wyp, 上 式 为 
pO PN 一 pz)9C+(GD) 一 pH ys) 
=[pO(z), gy)] 
即 gpg) =i4P(z 一切 当 zo 盖 加 (10. 4 — 21) 
但 当 zo< 时 (10. 4 一 20) 为 
gr)pt yy) 一 0 当 zo<< 扩 
(10.4— 21 ) 
更 一 般 的 情况 , 若 UV 均 为 玻 色 场 算 符 p(z) 和 ply), 则 有 
gz)9(y) 一 ZTCp(z)9(GD)) 一 NWCPCz)op(GD)) 
ss 站 当 zo 之 加 
~ iz 一 幼 当 zo 过 yn 
(10. 4 — 22) 
上 式 右边 正 是 我 们 在 第 八 章 (8. 2 一 11) 式 所 引进 的 介子 场 的 
传播 函数 4r(z 一 9)。 所 以 ,介子 场 两 点 的 场 算 符 w(z) 和 p(y) 的 收 
缩 正 是 这 个 场 在 这 两 点 之 间 的 传播 函数 , 即 
Pp) = dr(z — 9) (10. 4 — 23) 
5b. 电磁 场 算 符 的 收缩 
量子 电磁 场 的 情况 与 量子 介子 场 相似 ,两 点 场 算 符 的 收缩 定 
义 为 
(2) hy) = 2Z[4,(z)4(y)] — NLACz)A,ly)] 
类 似 介子 场 的 计算 可 得 
hs) hy) = 6D(z— 9) (10.4 — 24) 
所 以 电磁 场 两 点 算 符 的 收缩 就 是 电磁 场 在 这 两 点 间 的 传播 函数 。 
Dy 的 定义 见 (8. 3 一 7)。 
c. 费 米 场 算 符 的 收缩 
费 米 场 算 符 的 收缩 , 按 定义 有 
pT)¥sly) =T [pz py)] 一 NLyogr) oy)] 
=T[$ PD + WTB CY) 
十 EPEIPS Cg) 十 pet Cz) Pot Cy)] 
一 NL$™ C2)¥ CY) 十 zB Cy) 
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十 WPT g) 十 pat 2 BSH Cy)] 
。 当 z >>% 和 时 ,( 利 用 (8.4 一 1)) 
oP = [OO J+ = is z — 9) 
当 z% 之 和 % 时 (利用 (8. 4 一 1)) 
$y) 一 一 [WD ,B+ = Sz — 9) 


所 以 
—isp(z—y) n> 
2) By) = 
wy 全 一 纺 当 z 之 yo 
(10.4— 25) 


利用 (8. 4 一 7) 式 ,上 式 写 成 
bz) Ply) = Sr,op(z 一 Yy) 
可 证 WD) =— Srws — } oo 人 
可 见 收缩 因子 内 费 米 场 交换 位 置 服从 反对 称 性 ( 玻 色 场 服从 对 称 
性 )。 另 外 有 
boy) = BB) 一 0 (10.4 一 27) 
d. 两 个 不 同 场 算 符 的 收缩 为 鹤 “ 
可 以 证 明 ,两 个 不 同 场 算 符 的 收缩 等 于 零 


2)pY) 一 pz) hy) 一 blz) YY) = =0 
(10. 4 — 28) 
例如 : ， . 
2 Ay) =T pz) Ah)) 一 N Cpalz)A,Cy)) 
=7T[¥™ 2)AP) 十 WT AM CY) 
十 WDC) A (9) 十 Wt) A Cy)] 
一 N[¥$S™ Cz) A Cy) 十 Pz)ALt YY 
十 Wz) A GY) 十 Pt)z) A Cy)] 
当 闷 二 加 时 
$7) hy) = [$2), hy = 0 
当 友 之 时 


palz)Aly) =[¥ Cz) ,Ay)] = 0 
所 以 pz)A,lY) =0 
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。. 正规 乘积 中 ,同一 时 刻 的 场 算 符 收缩 为 零 
设 (z) 和 PCz) 是 两 个 同时 刻 的 场 算 符 ,并 处 于 同一 正规 乘 
积 N 的 内 部 。 按 时 序 乘积 了 的 定义 有 
TN[YCs) Bs(z)]} = N[%(z)(z)] 
按 NN 乘积 的 定义 ,显然 有 
N{N[ 名 (z)8(z)]} = NC¥ Cz)PsCz)] 
即 正规 乘积 算 符 入 满足 N:=N; 同 样 ,时 序 算 符 也 满足 7?=7. 根 
据 算 符 收缩 的 定义 有 
N[¥YaCz)¥sz)] =T{N[¥Cz)¥ C3)])} — N{NLYCz) Ya)])} 
一 0 (10.4 一 29) 
上 面 NgoCz)$o(z)] 表 示 (z) 和 %o(z) 的 NW 乘 积 的 收缩 ,而 不 是 收 
缩 的 Y 乘积 ,因为 收缩 后 不 再 是 算 符 , 因 而 后 者 是 没有 意义 的 。 
3. Wick 定理 
物理 量 取 正 规 乘积 ,要 求 场 的 相互 作用 哈密 顿 2 也 取 正 规 
乘积 ,这 样 ,S 矩阵 元 就 变 成 了 和 N 的 混合 乘积 。 算 符 7 要 求 场 算 
符 按时 间 先 后 排列 , 算 符 N 要 求 场 算 符 按 消灭 和 产生 算 符 顺序 排 
列 。 由 于 算 符 之 间 存 在 对 易 关 系 , 我 们 可 以 找到 两 种 乘积 之 间 的 联 
系 ( 如 算 符 收缩 的 表达 式 ) .Wick 研究 了 这 个 问题 ,给 出 两 者 之 间 
的 一 般 关 系 ,提出 Wick 定理 。 
Wick 第 一 定理 : m 个 算 符 的 了 乘积 可 以 唯一 地 展开 成 含有 
各 种 可 能 的 收缩 因子 的 N 乘积 之 和 ,其 中 包括 不 含 收 缩 因子 的 零 
个 收缩 因子 的 N 乘积 。 可 用 数学 式 子 表达 如 下 : 
T(ABCD. TT 2Z) = NC4BCD.……2ZD) 
+ (— DP4BCCD…… 2 十 (一 1)°ACN (BD se nie D) 十 
+ (一 LABCDN (BE.- Z) 十 (一 1)"ACBENtDPF ee 2) 十 
十 (一 1D74BCDEPNCG badass ZD) 十 …… 
十 (10.4 — 30) 
4BCD…Z 是 场 算 符 ,其 中 每 对 收缩 算 符 的 顺序 ,按照 它们 在 原 
来 乘积 4B0…2 中 的 相对 顺序 ,正规 算 符 M 写 在 余下 的 算 符 前 
面 ,指数 P 为 进行 收缩 时 需要 互 调 费 米 算 符 的 次 数 。 上 式 右 端 各 
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项 以 后 用 正规 乘积 内 部 算 符 收缩 的 记号 来 表示 ,这 个 记号 定义 如 
下 


(0hB9D…7KZ…2) = (— 1D)74CDKN(B…JZ…2D) 
wiek 第 一 定理 可 用 数学 归纳 法 证 明 ,由 于 元 长 ,我 们 把 它 放 
在 附录 下 中 进行 


Wick 第 二 定理 : ”将 混合 乘积 展 成 正规 乘积 时 , 仍 按 第 一 定 
理 的 方法 展开 ,只 和 需 将 同一 正规 乘积 内 同一 时 间 的 场 算 符 收 缩 除 
去 (证 明 见 附录 区)。 

注意 到 同一 正规 乘积 内 同时 间 的 场 算 符 的 收缩 等 于 零 , 上 述 
定理 马上 得 证 。 

实际 应 用 中 , 常 遇 到 这 种 混合 乘积 .例如 轻 子 与 电磁 场 相互 作 
用 的 名 lz) 是 

CCi(z) = 一 zeV{#Cz)4Cz)%(Cz)) 
3 和 矩阵 的 展开 式 中 出 现 如 下 的 混合 乘积 
TN CPAP)se nN (FAY)s,)} 
这 时 ,应 略 去 如 下 各 收缩 项 ,如 
$2) ACz) Ys) ; $Cz) A Ys (2;) Ay(z) 
等 项 应 略 去 。 = 

用 Wick 定理 ,可 将 混合 乘积 的 8 矩阵 元 展开 成 正规 乘积 ,每 
一 个 正规 乘积 相当 于 某 一 定 的 物理 过 程 , 由 未 收缩 的 算 符 表征 ,这 
些 算 符 消 灭 始 态 的 粒子 ,产生 终 态 的 粒子 ,而 收缩 算 符 可 解释 为 在 
中 间 状 态 中 虚 粒 子 的 产生 和 消灭 。 


$10.5 费 曼 图 


1). 在 上 节 我 们 讨论 了 如 何 将 8 抢 阵 中 的 混合 时 序 乘积 展开 

为 正规 乘积 的 和 .不 难看 出 ,如 果 仅 用 公式 化 的 数学 方法 来 处 理 具 

体 的 物理 问题 ,其 手续 将 是 十 分 复杂 的 .然而 , 费 曼 及 戴 还 创立 了 

一 种 图 形 方法 ,可 以 把 每 一 个 正规 乘积 的 物理 意义 形象 地 表示 出 

来 。 利 用 这 种 图 形 和 正规 乘积 之 间 的 一 对 一 的 对 应 关系 ,我 们 就 容 
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易 写 出 某 一 具体 过 程 的 8 窍 阵 元 。 

在 这 里 我 们 只 讨论 电磁 相互 作用 的 情况 ,因为 强 相互 作用 原 
则 上 不 能 用 微 扰 论 来 处 理 ,而 弱 作 用 又 常常 无 须 考虑 高 级 修正 。 掌 
握 了 费 蛇 图 的 基本 方法 后 ,很 容易 推广 到 其 它 情况 . 现 以 量子 电动 
力学 中 的 8 中 为 例 ,说 明 如 何 建立 费 曼 图 形 的 方法 .这 里 


sm = | dtzsT {N (PAV) aN (BAY) zz) 


(10.5— 1) 
应 用 维 克 第 二 定理 并 考虑 到 部 一 名 一 多 = 列 = 0 可 将 (10. 5 一 
1) 式 中 的 混合 的 时 序 乘积 展 成 下 列 八 个 .乘积 的 和 : 
T{N(PAY)N (PAY):,} 
=N{ (FAP) BAY)s,) + N{ PAY) (FAP),)} 
+ N{ CBAY)s (PAY)s,) + N{ CAD) CFA),) 
+N{ FA Fa.) + NG (Va),) 
十 N{ CBAY)s CPAP)s,) + N{ (BAY AY)s,) 
dN Cs 
(10.5 一 2) 
应 该 特别 注意 ,在 上 面 展 式 中 的 第 三 项 与 第 四 项 代入 S2 后 ,所 得 
出 的 积分 完全 一 样 ,这 是 由 于 在 相互 作用 哈密 顿 密度 名 4Cz) 中 包 
含有 一 对 费 米 算 符 节 和 %, 如 果 在 正规 乘积 内 将 二 个 26: 的 位 置 互 
调 ( 亦 即 将 积分 变量 = 与 > 互 调 ,结果 仍 是 一 样 。 因 此 ,对 这 二 项 
的 积分 合并 起 来 ,就 等 于 只 取 其 中 一 项 的 积分 并 将 积分 前 面 的 因 
子 去 消去 .与 此 相似 ,在 展 式 (10. 5 一 2) 中 的 第 五 项 和 第 六 项 对 


Se 的 贡献 也 是 相等 的 ,结果 亦 取 一 项 的 贡献 并 将 因子 二 消去 。 
现在 我 们 用 图 形 来 表示 各 个 正规 乘积 .每 一 费 米 算 符 的 收缩 
YCzn)PCay) 或 BCaDy(zz) 作 一 根 带 镜 头 的 实 线 由 z 至 专 来 代表 ,这 
种 线 称 为 内 轻 子 线 .光子 算 符 的 收缩 4(zz)4Czi) 用 一 根 连 接 至 
达 的 虚线 来 代表 ,这 种 线 称 为 内 光子 线 .一 个 光 于 算 符 hz0) 用 一 
端 连 结 在 za 点 的 虚线 代表 ,一 个 费 米 算 符 Wx) 以 一 根 指向 a 点 的 
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带 箭头 实 线 来 代表 ,而 #(z) 则 以 一 根 从 zi 点 出 发 的 带 箭头 的 实 线 
来 代表 ,如 图 10 一 2。 应 用 这 种 作 图 法 则 我 们 可 将 (10. 5 一 2) 式 中 
的 八 个 正规 乘积 用 图 10 一 3 来 表示 。 各 图 的 编号 ,分 别 对 应 于 
《10. 5 一 2) 式 右边 各 项 的 顺序 。 可 以 看 出 ,代表 第 三 项 和 第 四 项 的 
图 形 (3) 和 (4) 是 完全 相同 的 ,只 不 过 zi 和 zz 的 位 置 互 调 而 已 ,一 
般 说 ,如 果 有 二 个 图 形 , 将 其 中 一 个 的 z1 和 zs 的 位 置 互 换 一 下 就 得 
到 完全 相同 的 图 形 , 则 称 之 为 等 效 图 形 ,它们 不 代表 任何 新 的 正规 
乘积 .代表 展 式 (10. 5 一 2) 第 五 项 和 第 六 项 的 图 (5) 和 图 (6) 也 是 等 
效 图 形 , 但 图 (1) 和 (2),(7) 和 (8) 则 不 是 等 效 图 形 。 


zz dh * Zz 


zl 


内 电子 线 内 光子 线 
zz2 凶 (7 或 东区 zz) 4Czi)4Czz) . 
Z1~-----—-—-— CO ae 
外 光子 线 4(n) 。 外 电子 线 y(n) ”外 电子 线 C1) 
图 10 一 2 
Ss 
/ ,7 区 
ba Z2 五 zz 
2 
了 和 
1 ) 2 ) 3)、 dy 
1 zz bd 
2 人 AZ 
Ne 
S ZI ~ Z2 1 全 Zz 
5 ) 6) ty 8 ) 
10 一 3 
因为 处 甸 4 都 可 分 解 为 正 负 频 率 部 分 的 和 ,代表 各 种 粒子 的 
产生 和 消灭 算 符 , 即 


二 # 了 十 1? 一 电子 消灭 十 正 由 于 产生 
5 一 Vh 十 3 二 电子 产生 十 正 电子 消灭 
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4=A4) 十 49) = 光子 消灭 十 光子 产生 

因此 ,在 上 述 的 每 一 个 N 乘积 仍 可 分 解 为 若 于 个 以 产生 算 符 和 消 
灭 算 符 作为 因子 的 乘积 ,它们 各 代表 不 同 的 物理 过 程 .例如 ,代表 
第 二 项 NN 乘积 的 图 (2) 可 反映 下 列 各 种 物理 过 程 : 

(a) 二 个 电子 相互 散射 

《b) 二 个 正 电子 相互 散射 

(ce) 一 个 电子 与 一 个 正 电 子 相互 散射 

因此 当 讨 论 某 一 具体 物理 过 程 时 ,必须 先 将 正规 乘积 中 对 这 
一 过 程 有 贡献 的 部 分 挑选 出 来 。 

2), 费 曼 用 稍为 复杂 一 些 的 图 形 记 号 ,使 能 区 别 出 一 个 正规 条 
积 所 反映 的 各 种 物理 过 程 .规定 时 间 的 正方 向 向 上 ,这 样 可 表明 反 
应 前 的 粒子 由 图 形 的 下 部 进入 ,而 反应 后 的 粒子 由 图 形 的 上 部 出 
来 .同时 为 了 区 分 正 反 粒子 ,规定 外 电子 线 的 箭 矢 方向 向 上 、 外 正 
电子 线 的 箭 矢 方向 向 下 至 于 连结 内 粒子 线 二 个 顶点 za 和 zz 的 时 
间 则 不 受 上 述 规定 的 限制 (ze > zw 或 ze < zw)。 下 表 说 明 时 空 坐 
标 中 的 各 种 图 形 记 号 ,其 中 纵 灿 表示 时 间 , 横 轴 表示 空间 。 

按照 这 种 规定 ,可 将 上 述 的 图 10 一 3 2) 区 分 为 图 10 一 4 四 种 费 
曼 图 。 

其 中 图 a) 代 表 电 子 相互 散射 ;b) 代 表 正 电子 相互 散射 ;而 c》 
和 d) 代 表 电 子 与 正 电子 散射 ,二 者 只 有 在 中 间 状 态 才 有 区 别 。 

同样 ,图 10 一 3 3) 或 和) 也 可 区 分 为 图 10 一 5 四 个 费 曼 图 。 


THO) BPCz2) Pt) FH) Ft) prs2) Wx) Np 


> 


Ym YE) PE) Pe) $m) BED) ype),) Ss C12) 


图 10 一 4 
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站 小 枉 凡 闻 小 小 是 六 


四 由 洋 卫 小 小 类 中 卫 小路 举 六 
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坐标 空间 中 图 形 记号 与 8 矩阵 的 对 应 关系 
费 曼 图 的 记号 5 年 隆 中 的 因子 
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图 10 一 5 

这 里 图 a) 和 世 分 别 代表 电子 和 正 电子 的 康 普 顿 散射 ,图 。) 
代表 正 负电 子 偶 转 变 为 光子 ,而 图 d) 则 为 光子 转变 为 正 负电 子 
偶 。 

3). 从 8 矩阵 元 与 费 曼 图 一 对 一 的 相应 关系 ,使 我 们 计算 具 
体 物 理 过 程 得 到 很 大 的 益处 ,首先 我 们 可 作出 所 讨论 的 物理 过 程 
的 图 形 , 然 后 写 出 相应 的 正规 乘积 。 下 面 以 康 普 顿 散 射 为 例 来 说 
明 。 

康 普 顿 散射 在 始 态 中 有 一 个 电子 和 一 个 光 于 , 终 态 也 有 一 个 
电子 和 一 个 光子 ,这 就 要 求 正规 宋 积 的 因子 必须 包含 有 间 米 子 和 
光子 的 消灭 算 符 及 它们 的 产生 算 符 。 因 此 至 少 要 包括 有 两 个 2 
作 因子 的 正规 乘积 。 由 于 一 /4 一 了 37( 精 细 结 构 常数 ) 是 一 个 


小 的 数值 ,因此 作 第 一 次 近似 计算 时 可 以 只 考虑 8 ,而 将 3 矩阵 
展 式 中 的 高 次 项 略 去 ,于 是 
8 一 SG 一双 [ee[eawtGapaGap) 
(10.5— 3) 
首先 我 们 作出 描写 康 普 顿 散 射 的 二 个 可 能 的 费 曼 图 形 . 应 该 
注意 这 二 个 费 曼 图 不 是 等 效 图 形 ,它们 不 同 之 处 在 于 对 调 了 进入 
光子 线 和 外 出 光子 线 的 位 置 .一 : 
般 地 说 ,凡是 对 调 一 种 粒子 的 进 
入 线 和 外 出 线 所 得 到 的 图 形 和 
原来 的 图 形 是 不 等 效 的 ,而 对 于 
下 列 的 每 一 个 图 形 都 有 二 个 等 
效 图 形 。 


现在 可 根据 这 二 个 图 形 来 计算 (10. 5 一 3) 式 .由 于 始 态 电子 在 
2 被 消灭 及 在 zz 产生 终 态 电子 , 故 在 (10. 5 一 3) 式 中 的 
N{$(zz)y(z1)} 可 只 写 

N{¥$Cz) (7)) = ¥ Hz) pI) 
而 始 态 光子 在 z: 消灭 或 在 zz 消灭 都 给 出 康 普 顿 效应 , 故 (10.5 一 
3) 式 中 的 N{4(zz)4(za) } 应 写 为 
N{(4(za)4(ziD)) = 4G(za)4C)(zi) + A x1) A zs) 

因此 所 求 的 8 中 可 表示 为 二 项 ,分 别 对 应 上 面 的 二 个 图 形 


SC =e Jes fenBen Gy eo) Pra P21) pA zp Cz1) 
上 


+e [ec dnB DD) pA a Ya BE) yA ny Cn) 
(10.5—4) 
其 中 (ze)$(z1) 一 Sr(zz 一 zu) 为 费 米子 的 传播 函数 。 

《10. 5 一 4) 式 的 结果 我 们 也 可 按照 上 面 二 个 图 形 直 接 写 出 ,但 
必须 注意 实验 观察 到 的 仅 是 这 二 个 图 形 的 总 和 才 反 映 康 普 顿 散 
射 . 将 8 矩阵 元 分 开 为 二 项 各 对 应 于 二 个 独立 图 形 虽 然 在 计算 上 
很 有 用 处 ,但 一 般 说 来 是 没有 确定 的 物理 意义 的 ,因为 这 二 个 图 形 
的 效果 是 一 样 的 , 仅 当 我 们 对 中 间 过 程 给 予 某 一 确定 的 物理 解释 
时 ,它们 才 有 差别 .例如 , 当 zo 过 zw 时 ,图 a) 可 想像 为 电子 在 zy 吸 
收 光子 ;然后 传播 至 发 射 光子 了 ,图 5) 可 想像 为 在 z 发 射 光子 了 
然后 传播 至 z> 吸 收 光子 ;但 当 zzm < ze 时 ,图 a( 或 图 b) 在 x 吸收 
光子 f( 或 爱 盎 光子 旋 产 生 正 电子 ,传播 至 发 射 光子 i( 或 豚 收 光 
、 子 力 。 所 以 ,中 间 费 米子 为 电子 或 正 电子 视 zw 三 zw 而 定 ,它们 痢 
用 传播 函数 $Cz2)¥C21) 描写 ,而 相应 的 图 形 是 由 zi 指向 zz 的 第 矢 
来 表示 .凡是 处 在 中 间 状 态 的 粒子 ,我 们 都 称 之 为 虚 粒 子 。 

在 散射 问题 中 , 始 态 粒子 和 终 态 粒子 都 用 动量 和 能 量 来 标志 ， 
故 在 实际 计算 中 用 动量 空间 较为 方便 。 
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$ 10.6 动量 表象 


1. 动量 表象 

应 用 动量 表象 来 计算 8 矩阵 元 要 比 坐标 表象 更 为 适宜 ,因为 
在 实际 问题 中 相互 作用 前 后 的 始 态 和 终 态 常常 是 自由 粒子 ,在 大 
多 数 情况 下 是 由 给 定 的 动量 和 它们 的 内 囊 自 由 度 ( 例 如 ,光子 的 极 
化 , 费 米子 的 自 旋 ) 来 表征 这 些 粒子 的 态 。 

为 了 从 坐标 表象 过 淡 到 动量 表象 ,我 们 可 应 用 各 种 场 量 的 平 
面 波 展 式 .在 下 面 我 们 假定 场 量 在 单位 体积 内 规 一 化 ,因此 由 连续 
的 p 过 滤 到 分 立 的 p 有 如 下 的 关系 : 


1 1 
大业 2， ar 
可 以 将 4+?(z)、%+)z) 、%+) 等 表达 为 
4C(z) = =2 庄 (光子 消灭 


4 = 局- 和 we ( 光 于 产生) 
1- Bu pa (电子 消灭 7 
F(z) 一 之 Bp)asse -各 (电子 产生 )， 
?PH = 最 Cp)iem 《 正 电子 消灭) 
#0) = Be Pe” ( 正 电子 产生 ) 


gz) 一 De A (介子 消灭 ) 
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Pz) = 1 
ps) 2 (介子 产生 ) 


在 写 出 8 矩阵 元 的 表 式 时 ,以 上 各 公式 中 的 消灭 和 产生 算 符 可 以 
省 略 , 因 为 8 矩阵 作用 于 初 态 ( 末 态 ) 的 态 矢 量 a*10:>> 时 ,产生 算 
符 a* 正好 和 甜 阵 中 的 消灭 算 符 抵消 , 即 aa*10 沁 == 10 二 ,在 以 后 
写 # 矩阵 元 时 ,真空 态 矢 量 10> 亦 省 略 不 写 ( 因 为 <010>>=1)。 

另 一 方面 ,利用 公式 (8. 2 一 15)、(8. 3 一 8) 和 (8. 4 一 9) 可 写 出 
如 下 的 传播 函数 : 


ep 一 ) 
Pp ) 去 hr(z 一 必 ) 一 | | 
: ErG—r) 
h(x) hss! )= 6Dr(z 一 2 ) = ey 4 到 一 站 


hOB ) = Sz — 1) = oye? he 


另外 ,$Cz)W(z') 一 一 Srm(z 一 z) 
有 (10.6— 
上 式 分 母 中 的 一 记 是 微小 的 负 妃 数 , 积 分 后 令 。 一 0 为 极限 .以 后 
为 了 书写 简便 起 见 , 常 常 将 一 记 不 写 出 来 , 作 实 际 计算 时 必须 记 住 
这 一 点 。 
将 以 上 的 公式 代入 坐标 表象 中 的 &S 和 矩阵 元 的 公式 , 则 积分 号 
内 的 变量 z 就 只 出 现在 e 的 指数 中 ,再 应 用 狄 拉克 函数 中 常用 的 公 
式 


ee = (2r)46(p)》 


化 简 , 就 可 以 写 出 动量 表象 中 的 8 矩阵 元 ,然后 将 8 矩阵 元 与 费 
曼 图 形 对 比 , 可 总 结 出 借助 费 曼 图 写 出 8 扼 阵 元 的 规律 .下 面 以 
电子 的 康 普 顿 散射 为 例 来 说 明 这 一 点 。 

2. 电 子 Compton 散射 5 矩阵 元 

Compton 散射 的 初 态 有 一 个 光子 和 一 个 电子 , 态 矢 表示 成 

i>= oda)0> 
末 态 有 一 个 光子 和 一 个 电子 , 态 矢 表示 成 
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|f >= ogi lo > 
考虑 至 二 级 近似 ,对 Compton 散射 有 贡献 的 矩阵 元 为 (利用 (10.5 
一 3)) 
<fls2li>= ela dz < FIN[ (FAY) (AY) Jli> 
和 (10.6 一 2) 

上 式 的 正规 乘积 可 展开 成 十 六 项 ,但 对 电子 Compton 散射 有 贡献 

的 只 有 下 面 两 项 ( 它 能 消灭 初 态 的 电子 和 光子 ,并 产生 末 态 的 电子 

和 光子 ): 

pz PON (PHAza) yA Cz2) yA 21) 
ed - 
+ yA C22) yA Ca) J¥™ (a))} . 
=BH 2) A za p22) B21) 7 A 2) z) 
十 BH 22) yA Cz) pC) Pz) ,AS za) YCz1) 

(10.6 一 3) 

代入 前 式 得 

到 ff1S@ 上 E> 
=<fle [ee dtza (BH Cz2) pA za) p22 B21) 7 AL zx) 
ed 
十 YHA zz Pz) yA zy™ zi > 

(10.6— 4) 

先 计算 第 一 项 ,利用 


pO)aisl0 >= > /Buenaild > 
pe ? 
nm 
一 Bee lo > 
ve ? 


- 层 .io> 


同 理 有 
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4aDatal0 >= nj0> 
2 
联合 两 式 有 (为 简便 用 下 标 ;或 了 ) 表 示 初 ( 末 ) 态 动量 和 自 旋 或 极 
化 ) 


A syI a i>= Em er lo > 
同 理 ”< fl|W+?(zz)45 (zz) 一 到 oe Wythes 


将 上 面 两 个 结果 以 及 传播 函数 (收缩 ) 代 入 (10. 6 一 4) ,第 一 项 得 
2 = (2m4607)) 


[a /B- On + h 1 A A 


O @ 四 eo 


ee 
可 硬 


3. Feynman 规则 
根据 上 述 结果 ,我 们 可 以 得 到 费 米 子 和 电磁 场 相互 作用 的 费 
蜡 图 规则 如 下 (动量 表象 ) : 
(1) 每 一 条 内 光子 线 贡献 一 个 因子 
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aap Dr = 本 六 去 
《2) 每 一 条 内 电子 线 贡 献 一 个 因子 


jos $7) 一 硬结 3 


(3) 每 一 条 外 来 (消灭 ) 电 子 线 贡献 一 个 因子 Bs 
每 一 条 外 出 (产生 ) 电 子 线 贡 献 一 个 因子 EE 
(4) 每 一 条 外 来 正 电子 线 贡 献 一 个 因子 


每 一 条 外 出 正 电 子 线 贡献 一 个 因子 Bs 


(5) 每 一 条 外 来 或 外 出 光子 线 贡献 一 个 因子 旋 
(5) 每 一 个 顶 角 贡 献 一 个 因子 
— eC(27)y,6( D>)7) 


其 中 2 代表 顶 角 处 相遇 的 电子 线 与 光子 线 的 能 量 一 一 动量 四 
矢量 的 和 。 
(7) 每 一 封闭 的 电子 线 多 角形 ,贡献 矩阵 的 一 个 迹 和 一 个 因子 
(一 1)。 
上 面 第 (7) 条 举例 证 明 如 下 : 
设 #,$ 为 费 米 子 算 符 ,4.,4 为 其 它 场 算 符 , 则 与 图 10 一 ?对 应 
的 算 符 乘积 是 
a). 
=B (2)A,n) wp zp 2) hm za) pez2) 
A 
+“ 一 (一 1) Sy,m(z2 一 zi) 人 .pe(zi)Sr,po(z — £2)h,,m(z2) 
一 (一 DSr[Sr(zs ~ z1)A,(z1) Sr(z — z2)h,Cz2)] 
有 了 费 曼 规则 ,我们 就 可 以 反 过 
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来 , 先 绘 出 对 过 程 有 贡献 的 费 曼 图 ， 
然后 按 费 曼 规 则 写 出 相应 的 5 矩阵 
元 ,图 10 一 8 给 出 (10. 6 一 5) 和 (10.6 
一 6) 所 对 应 的 费 曼 图 。 


图 10 一 8 


14,(z2) 
Zl x 


“Sy (zz 一 二 Sz1—72) 


np 
1 4,(z1) 


图 10 一 9 


使 用 费 曼 图 形 规则 写 出 8 矩阵 元 时 ,应 该 注意 下 面 几 点 : 

(1) 顺 着 电子 线 自 上 ( 末 态 ) 而 下 ( 初 态 ) 相 应 地 自 左 至 右 书写 。 

(2) 顶 角 部 件 中 的 5(D)p; ) 函 数 ,是 保证 能 量 动量 守恒 的 , 因 
此 其 中 取 和 是 对 所 有 进 、 出 线 的 所 有 动量 取代 数 和 ,可 约定 进入 的 
四 动量 为 正 , 射 出 的 四 动量 为 负 (或 反 过 来 )。 

《3) 对 内 线 所 提供 的 四 动量 积分 号 写 在 最 左边 。 

(4) 写 出 3 矩阵 元 后 ,可 进行 适当 的 整理 和 化 简 。 

《5) 有 闭合 电子 线 的 ,在 顺 着 闭合 角 路 写 完 后 加 括号 ,然后 在 


括号 前 加 上 (一 1)Sr( 求 迹 号 ) 。 


最 后 ,我 们 将 (10. 6 一 5) 和 (10.6 一 6) 代 入 (10. 6 一 4) 得 到 电子 
Compton 散射 的 二 级 近似 矩阵 元 ,对 d'p 积分 之 后 的 结果 是 : 


FSONi>=ie(2n)6p + ho pC— 


~~ i(ps 十 名 ) 一 


| m 
2 Va BB 


~ ~ Pi 


ks)* 


) 一 m- 
(is Cp 十 二 ?十 em + i Cn 二 总 于 ms) 
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(10.6— 7) 


做 为 费 曼 规则 的 应 用 ,我 们 再 举 一 个 写 出 电子 自 能 最 低 次 8 
和 矩阵 元 的 例子 。 与 图 10 一 9 相应 的 3 矩阵 元 写成 


<flsoli>= afar 性 
[有 


CODY + 时 一 中 友和 


加 © 
*“(— oC2m) pln 汪汪 71 (Ez i 多/ 
- tt @ 


= ay, nd Bsn — 2 
(10.6— 8) 
用 类 似 的 讨论 步 村 ,我 们 可 以 得 到 其 它 相互 作用 费 曙 图 以 及 
相应 的 对 应 规则 ,这 里 不 再 叙述 。 
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第 十 一 章 ” 微 扰 论 的 应 用 


本 章 讨论 协 变 微 扰 论 的 具体 应 用 ,举例 说 明 如 何 计算 一 些 具 
体 的 物理 过 程 的 微分 扒 面 ,得 到 与 实验 可 以 比较 的 结果 。 


§11.1 牙 迁 几率 与 反应 截面 


1. 跃迁 几 率 
应 用 8 矩阵 可 以 计算 任何 物理 过 程 的 跃迁 几率 及 反应 截面 。 
在 8 10.3 中 已 讲 过 ,假设 在 t= 一 co 时 体系 处 在 某 一 始 态 |i 过 ， 
则 在 t= 十 时 体系 的 终 态 将 是 Sli 二 ,而 处 在 其 中 某 一 特殊 终 态 
1f > 的 几率 振 辐 就 等 于 相应 的 矩阵 元 Ss; 因 而 在 t= 十 co 时 处 在 
| 上 > 态 的 几率 为 
w= Issl?= |<fIsli> | (11.1— 1) 
在 上 一 节 也 曾 讲 过 ,代表 物理 过 程 的 费 曼 图 形 中 每 一 顶 角 在 8 阵 
中 贡献 一 个 因子 6( 》)7) ,其 中 >p 代表 在 该 一 顶 角 处 消失 粒子 
的 动量 一 能量 四 矢量 的 和 减 去 所 产生 粒子 的 动量 一 能 量 四 矢量 
的 和 ; 即 表 示 在 该 顶 角 处 的 转化 过 程 中 保持 动量 守恒 和 能 量 守 恒 。 
当 按 内 粒子 线 的 动量 和 能 量 积分 后 ,最 后 必定 得 到 一 个 因子 


6( D7 — 2 < 
其 中 >)zm 代表 所 有 始 态 粒子 的 动量 一 能 量 四 矢量 的 和 ，> py 代 
表 所 有 终 态 粒 于 的 动量 一 能 量 四 矢量 的 和 ,而 这 个 因子 6( > )m 
一 多 pp) 反映 整个 过 程 的 动量 守恒 和 能 量 守恒 ,因此 可 以 将 8 和 拢 
阵 元 写作 
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Ss = Mi6( Dp — DP) (11.1— 2) 
总 f 
及 W= |Sa|: = IM; [6 > Ps > pp) 了 《ll.1 一 3) 
i 了 了 
(1) 单位 时 间 单 位 体积 内 跃迁 至 某 一 终 态 的 几率 
上 式 是 没有 直接 意义 的 量 ,因为 它 代 表 在 无 限 大 的 时 间 和 空 
间 内 的 跃迁 几率 ,而 物理 上 有 意义 的 是 单位 时 间 和 单位 体积 内 的 
路 迁 几 率 ( 当 进入 的 粒子 规格 化 为 一 单位 体积 ) ,为 此 我 们 将 (11. 1 
一 3) 式 的 二 个 5 函数 的 其 中 一 个 表示 为 四 维 时 、 空 的 积分 。 
6(p) = 三 
这 里 ?二 了 jw 一 > zy。 考 虑 到 另 一 个 6 函数 的 存在 ,可 令 上 式 中 
了 了 
二 0( 按 照 公式 52(p) = 6(?)6(0)) ,因而 


= 一 Se | 一 
6(0) 一 d= coi? (1 一 分 


PR 
(27)¢ 
于 是 
Ww = MCA Dr) PT (1.1 一 5 
f 
这 里 |dz 代表 总 的 时 间 和 空间 体积 , 故 单位 时 间 和 单位 体积 内 的 
跃迁 几率 为 
o= la Dp Dp) .1-6 
5 了 
这 式 给 出 跃迁 至 单一 个 确定 的 余 态 的 跃迁 几率 。 
(2) 单位 时 间 , 尝 位 体积 内 跃迁 至 一 群 连续 末 坊 的 几率 
实际 散射 中 , 终 态 常 具有 连续 谱 。 入 此 我 们 所 关心 的 是 终 态 
粒子 的 动量 处 在 T[epy 范 围 内 任 一 态 的 几率 ,这 里 了 代表 对 所 有 
f f 


终 态 粒子 的 连 冬 ,而 单位 体积 内 处 在 动量 空间 元 dps 内 态 的 数 
a 
目 可 表示 为 


dp 
(11.1—7) 
I rs 
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其 中 如是 由 于 从 分 立 mr 求 和 过 淡 到 连续 dpy 积分 的 变换 而 产 


生 的 。( 事 实 上 (2zi): 一 包 是 每 一 个 态 所 占 的 动量 空间 。 我 们 采用 
自然 单位 制 太 = 1,(2rzh)3 -> (2z)3) ,于 是 ,单位 时 间 、 单 位 体积 内 
跃迁 到 动量 在 本 dpy 区 间 的 几率 为 

了 


如 = 二 HUnPC Zn 一 3w 工 人 
《11 开 一 的 
将 上 式 对 [apy 进行 积分 ,就 得 到 单位 时 间 和 单位 体积 内 跃迁 到 
一 群 韦 续 的 余 坊 的 婚 迁 几率 
o = ty] ls De DT 
(11.1— 9) 
在 上 式 中 ,被 积分 的 变量 及 其 积分 范围 与 具体 的 物理 问题 有 关 。 


在 以 上 的 讨论 中 我 们 只 对 具有 确定 的 自 旋 态 来 考虑 的 ,假如 
在 实验 中 我 们 不 测量 自 旋 , 则 在 (11. 1 一 9) 式 中 还 要 对 始 态 粒子 的 


自 旋 求 平均 和 终 态 粒子 的 自 旋 求 和 。 
2. 反 应 截面 
现在 我 们 应 用 (11. 1 一 9) 式 来 计算 磁 擅 过 程 中 的 反应 截面 , 例 


如 光子 被 自由 电子 散射 ( 康 普 顿 效应 ) .为 确定 起 见 ,我 们 假设 只 有 
二 种 粒子 的 情形 .如果 首 先 按 照 终 态 中 第 一 个 粒 了 于 的 动量 Pj 积 
分 , 则 可 将 函数 中 动量 变量 的 因子 5p 一 2 20 积 去 ,得 到 


= 二 7 Mn1( 忆 一 350 
(11.1— 10) 
其 中 已, 和 马 B 各 为 始 态 和 终 态 的 总 能 量 .如 果 我 们 欲 计算 第 
f 


二 个 粒子 被 散射 到 立体 角 元 a0 的 挨 迁 几率 , 那 末 我 们 可 将 第 二 个 


粒子 的 相 空 间 元 4 ps/ 表达 为 
dpz = paBd9 


214 


其 中 8 二 2)Bi。 将 (11.1 一 10) 式 按 d8 积 分 后 ,得 到 跃迁 到 do 的 
几率 为 
Crem A (1.1—11) 
而 散射 微分 截面 o 等 于 电子 散射 到 aQ 的 几率 o。 与 人 射 粒 子 强度 
I 的 比 , 即 
o= 


如 果 入 射 粒子 的 速度 为 v( 假 设 第 一 个 粒子 的 始 态 为 静止 ), 则 7 = 
”于 是 微分 截面 为 


-le 


3 dg9 
"一 Tanl pr (11.1 一 12) 


$11.2 对 自 旋 ( 极 化 ) 求 和 与 求 平均 


在 实验 中 ,我 们 一 般 不 测量 电子 的 自 旋 和 光子 的 极 化 。 即 初 态 
粒子 不 处 于 极 化 状态 ,我 们 应 对 初 态 粒子 的 极 化 求 平均 ;而 对 终 态 
粒子 ,我 们 不 区 分 它们 的 极 化 ,因此 应 对 它们 的 极 化 求 和 。 

1. 对 电子 自 旋 求 和 与 求 平均 

在 第 二 章 8 2. 9 中 ,我 们 已 有 正 能 投影 算 符 

A+= Poin i 二 多 十 


设 R 是 任 一 矩阵 , 则 对 初 末 态 自 旋 求 和 
DBD) lal? = >) Ru) + CasRu) 


sy sy 


-= 04R+ Da Wr Rus 


sy 


= DCRt yaufusR ) apinig 


2 
一 SP 六 [xzoiR+ yauwR] (11.2— 1) 
yy 
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利用 4+ 上 式 写成 


= FS7LG + 各)yR+ yo? + im)R] 
(1 多 
由 上 两 式 可 见 , 对 自 旋 求 和 常常 可 以 不 必 知 道 的 具体 形式 , 便 可 
得 到 不 含 的 结果 ， 
如 果 对 初 态 自 旋 求 平均 ,对 终 态 自 旋 求 和 , 则 有 


DD IaRu|: = BdspL C+ im)mRt GD + im)F] 
(11.2— 3) 
2. 对 光子 极 化 求 和 与 求 平均 


设 初 态 光 于 的 四 动量 为 *, 末 态 光 子 的 四 动量 为 (, 则 初 . 末 态 
光子 极 化 四 矢量 分 别 用 oz(t) 和 e2(0) 表示 .根据 第 七 章 8$ 7. 2, 我 


们 知道 光子 极 化 四 矢量 如 有 下 人 性质 : 
定义 式 : 
elbD 一 [nw(bD0] ew = [n®,0] } 
e3(k) = [nkt) ,0] ek(k) = [0,1] = én 
(11.2— 4) 
正 交 性 Erk)ek) = Ow 
封闭 性 党 (Dez(b = 和 


下 面 计算 中 ,我 们 还 用 到 四 = IR|，,w 一 | 和 所 = (esta)， 用 记号 
二 一 io6m, 取 k 沿 ns(4) 方 向 ,有 


k 
3 = 「 一 一 
ei(kb) = [ 友 '] (11.2— 6) 
光子 的 极 化 求 和 写成 
2 4 
Da) = Dyer) Ck) 一 GEE) — elk)et(k) 
m=} 一 上 
一 上 一 e(bDe3(tb) 一 et(tb)ett) (11.2 一 7) 


利用 (11. 2 一 6), 式 ,可 将 上 式 后 面 两 项 分 别 写成 : 
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G3) = 2k, — mds 0 一 sad,0] 


= 二 [tk 一 各 (ba 二 MA 一 oa 
es(k)es(k) = Gnd 
将 它们 代入 (11. 2 一 7) 式 得 


2 
Dos) = 所 一 去 [Dot 一 各 (bi 十 HHO 


一 
(11.2— 8) 
同 理 有 
2 
Pee = 5, 一 [4 一 i (ln + 16m)] 
ml 


(11.2— 9) 

如 果实 验 上 不 测量 光子 的 极 化 ,就 应 该 对 初 态 的 光子 (未 极 化 

的 光子 ) 求 平均 ,对 来 态 的 光子 求 和 。 由 于 初 末 态 光子 都 是 模 光 子 ， 
因此 ， 初 、 未 态 极 化 求 和 


六 六 Coeo7 一 六 [es (eCD 。ez(bDex(D] 


ml 
= See 六 ee 
m=1 一 
(11.2 一 10) 
将 (11. 2 一 8) 和 (11.2 一 Ne 
ee) = {6 一 二 [wk 一 io (kbn 十 tv)])} 


0]) 
= 5% 一 部 [一 all 十 1] 一 识 [th 一 inlhs 二 4)] 


+ Rt) — 2iogd he — Vid 
一 oo (2kd, + 24d0)] (11.2— 11) 
注意 到 6 = 4,kk, 一 tW 二 0, 上 式 前 三 项 之 和 等 于 零 , 第 四 项 有 
CEA)? = (k 1 — oon)2 
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= ofof (cos’0 一 2cosg 十 1) 一 2iokd ks 
一 oog( 2cosb 一 2) 一 2iol,k)s 
= of (2c0s0-2) 一 2 kds + kl) 
= (— 2cosg + 4) 
将 这 些 结果 代入 (11. 2 一 11) 得 
3 Dead) =1+cos (11.2— 12) 


m=1 s=1 


其 中 4 是 初 末 态 光子 动量 方向 的 夹 角 。 
若 考虑 到 入 射 的 初 态 光 子 是 非 极 化 的 光子 ,于 是 还 应 对 初 态 
取 平均 ,其 结果 是 
2 2 
到 六 > (er(bDe(0D)) 一 Ud 十 cos2g) 


mm 一] «=1 


《11.2 一 13) 


$11.3 y 和 矩阵 的 性 质 和 求 迹 公式 


1.7 矩阵 的 一 些 性 质 
n=R=R=R=R=1 (11.3—1) 
p= yt it 一 广 (11.3 一 2) 
py + pps = 26% (11.3 一 3) 
其 中 ys = zs 
0 0 1 0 
0 00 1 
“|1ooo0 
0 1 0 0 
?ij 十 ys 一 0 (11.3 一 4) 
2.7 矩阵 常用 公式 
[4,B];= 2(4.。B) 《ll1.3 一 5) 
44= (4 .4 (11.3 一 6) 


证 : [4, 的 + 一 4B, [oo + joy] = 26-4B = 2(A4* B) 
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令 上 式 中 4 = 用, 即 得 (11.3 一 6)。 
3. 有 相同 下 标的 y, 求 和 运算 


?oo 一 一 2Y, 
joyvypyx 一 46m | (11.3— 7) 
yopspopiys =— yapsye) 
同样 有 (S 为 标量 
yrSy, 一 48， yAys =— 24 } 
yAiAzy, = 4(04 + As) yA1AsAsy, =— 2AsAsAr 
(11.3— 8) 
这 几 个 式 可 用 ?矩阵 的 对 易 关 系 证 明 。 


4.7 矩阵 的 求 迹 公式 

在 计算 8 和 矩阵 元 时 , 常 牵涉 到 对 ”和 矩阵 的 求 迹 运算 (如 上 节 中 
对 电子 自 旋 的 求 和 归结 为 对 矩阵 的 代数 函数 求 迹 的 计算 ) 。 

(1) 坷 数 个 ? 矩阵 相 芭 的 矩阵 迹 等 于 堆 

证 明 :由 于 求 迹 号 内 的 矩阵 可 以 按 循 环 次 序 置换 ,所 以 

Sp ysyn yr" Ynys) 一 Sp yn Ym") 
= Sp(ynyn*"* yn,) (11.3— 9) 
由 (11.3 一 4 有 ， 
57m7m my5 一 《一 ya yy, 
取 迹 得 Spyspn**…* yys) 一 〈 一 1D)"SpCzm yn) (11.3 一 10) 
比较 (11.3 一 9) 和 (11.3 一 10) 得 
(me) = (— 1)Sp yay,,) 
这 表示 当 » = 奇数 时 
Splym***ys) = 0 

《2) 偶 效 个 y 算 阵 的 迹 

a. Sp(y,y,) = 46m (11.3~ 11) 
证 :利用 矩阵 的 反对 易 关 系 (11. 3 一 3), 则 有 

Sz(7y) = Sp(26% 一 yiy,) 
= 26-SPT 一 Sp(y,y,) = 86, — Sp(yy) 
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Sz(oj) = 46m 
b. SP()ynyyzyp) = 4(6ebxo 十 dn 一 Gmsp) 《11.38 = 12) 
证 :利用 反对 易 关 系 (11. 3 一 3) 和 (11. 3 一 11) 
3p(Cyyoyiyp) = SpL 26% 一 yyz)22zo] 
一 26-Spyxyp 一 SPyoyeyxyp 
= 866 一 [86s6o 一 SP] 
= 86%6 一 B66 + B66 一 Spraypyx 
Spy,yaysy» = SpYryryayp 
“Sp(Yopspayp) = 46mbio 十 4b,s 一 A466,p 
可 见 偶数 个 完全 不 同 的 y 和 矩阵 乘积 之 迹 为 零 。 
(3) 设 Al,Az,As,A4 均 为 四 维 失重 ,用 外 一 hiwy,, 则 


Sp(4 人) = 44。42z (11.3 一 13) 
SpCA1AsAsA) = 4[CA1 + Az) (hs 4》 十 (hy Mh) CAs» A:) 
一 (44。43)(4: * 4A,)] (11.3— 14) 


Sp[ A + a) As 十 oz)] = SpL yA 十 a1) (yohs + 02)] 
= 4[4 .4 十 aa] (11.3 一 15) 
Sp[ (十 aD) 《ha 十 a2) (ha 十 a3) (A 十 a4)] 
一 4[(hihz 十 aaz)(4s44 十 esa4) 十 444 十 ma4t) (Azhs 十 0243) 
jr (AiAs 一 a1a3) (hh 一 azas)] (11.3 一 16) 


8$ 11. 4 Compton 散射 


光子 和 自由 电子 的 散射 称 为 Compton 散 射 .作为 微 扰 论 应 用 的 
例子 ,下 面 计算 Compton 散 射 的 截面 .在 这 种 散射 中 , 初 态 和 末 态 者 
只 有 两 个 粒子 (光子 和 电子 ) ,我们 设 初 态 电 子 是 静止 的 ,如 图 11 
一 1。 在 自然 单位 制 中 ,光子 的 速度 一 1, 由 上 节 可 知 , 微 分 截面 为 


0 = canl My lp (1.4 一 1 
其 中 d9 代表 射出 光子 方向 上 的 立体 角 。 


令 ?和 上 分 别 代表 电子 和 光子 的 
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动量 一 能 量 四 矢量 ,以 下 标记 ds 


分 别 代表 始 态 和 终 态 的 物理 量 。 2 
由 于 假定 了 始 态 电子 是 静止 的 ， 这、 
故 p; 二 0, 应 用 动量 守恒 和 能 量 守 便 ， 多 
我 们 有 图 11 一 ! 
ey } 《11.4 一 2) 
如 十 由 一 厅 十 一 已 


其 中 mm 为 电子 的 静 质 量 (更 能 ) ,Bj 为 终 态 电子 的 能 量 ,和 oy 各 代 
表 始 态 光 子 和 终 态 光 于 的 能 量 ,E 代表 总 能 。 

1). 我 们 先 求 (11. 4 一 1) 式 中 ps 的 表 式 ,可 以 将 终 态 光子 的 相 
空间 元 dky 写 为 

dr = padBdg = ldlzldg9 = oordg9 (11.4 一 3) 
由 上 式 可 得 


= Gio a 
Pa= -0 (11.4 一 4) 


为 了 求 dor/dB ,我 们 利用 (11.4 一 2) 式 可 得 
B=B,+o= Vm Go— kit oy 
=@ + VE 干 叫 十 中 二 2Wo1co86 (11.4 一 5) 
其 中 6 为 初 ,未 态 光 子 动量 六 和 心间 的 夹 角 。 上 式 对 wy 求 导数 得 


dB -1 十 工 2or 一 2oposb (Cp_ ocos0) /BE 
doy 2 Es 


(11.4—6). 
将 上 式 代入 (11.4 一 4) 得 


i 2 
md (11.4 一 7) 


另 一 方面 , (11. 4 一 5) 式 平方 可 得 
天 十 多 一 2Boy = wm 十 十 一 2000080 
(11.4— 8) 
Ql1.4 一 2) 式 中 的 第 二 式 平方 得 
Bm — = 2mo, (11.4— 9) 
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由 (11.4 一 8),(11.4 一 9) 两 式 得 


B-acosl 一 TS (11.4— 10) 
wy 
将 (11.4 一 10) 式 代 入 (11.4 一 7) 式 得 
3 
p= 2 (11.4— 11) 
2). 其 次 计算 1Msj:。 由 (10.6 一 7) 式 可 知 ,Compton 散射 的 
Mi 最低 次 近似 表 式 : 
ie(2n) m ~ 2 i(B 十 匀 ) mn 
Mi i JE fp {er ty, FE) Fm 
~ i(pi — by) 一 加 < 
十 ee i mn) (11.4 — 12) 
由 动量 能 量 与 质量 的 关系 : 


好 一 太一 一 同好 一 她 一 0 和 和 一 0 (4 一 13) 
我 们 有 : 
(pi kh)? 十 m2 = 2phk; 一 一 2 
(pC— by)? + m=— 2pk = 2moy, 
此 外 ,利用 关系 式 [4, 人 的 += 24.B, 考 虑 到 六 一 0 可 证 se 与 
有 反对 易 ; 由 光子 极 化 方向 与 动量 方向 正 交 ( 极 化 坐标 系 ), 可 证 。 
与 和 ,ef 与 种 相 互 反对 易 。 再 注意 到 。,er 只 有 空间 分 量 , 则 有 
[ez]+ 一 0 [e, 划 + 一 0 } 
[epJ+= 0 [es,bj+= 0 


} (11.4— 14) 


(11.4— 165) 


[ep]+ 一 2 * p= 2(e* pit eupu) = 0 
[epl+= 2er p= 0 
{eskJ+= 2e 一 2(e kt entu) = 0 
[esi]+= 20 + t=0 

将 (11.4 一 14) 和 (11.4 一 15) 代入 (11.4 一 12) 得 


ie (27): F(aiG + E 
Ms = roe Tm RE ih 十 司 ) 十 四] 


一 wees Lip — by)] + m}u 
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注意 到 (ipi 十 m)u 一 有 


2 入 六 
Mi mao Tm BE (11.4 — 16) 


其 中 R= weske; 十 wakes (11.4— 17) 
Compton 散射 微分 截面 ,由 (11.4 一 1) 有 (用 B= m) 
0 ll 
= (< 全) 元 一 5 一 |zrRulza9 (11.4— 18) 


3). 将 上 式 对 初 态 电 子 自 旋 求 平均 ,对 末 态 电子 自 旋 求 和 后 
所 得 到 的 微分 截面 
人 2 li liao 11. 4—19) 


3 bgp Amiot2 ¢ 
将 (11. 2 一 代 人 宝江 得 


(全 3 i(—1)Sp[L (p+im)yRty (p+ im) BR] 


(sasp[ G+im) RG + im)A] 


el 

= (17 am (11. 4 一 20) 
其 中 R= 一 pnR+%= weheyt+ owede (11. 4—21) 

A=Sp[ (P+im) RPs+im)] (11. 4—22) 


上 面 计算 R 的 第 二 个 等 号 时 用 了 四 矢量 的 下 列 性 质 : 
kty= (十 ye) 一 一 人 
eth=— pe 
4). 和 矩阵 迹 4 的 计算 
由 Py 二 十 名 一 名 和 奇数 个 矩阵 迹 等 于 零 ， 
A=Sp[ (B+ im)R(ps + im)R] 
二 Sp[ (Pi 十 im)(Bi 十 和 一 名 十 im)R] 


一 4 十 4: 十 4s 《tl 4 一 23) 
4 = SCPREPR 一 miRR) 
hs = Sp(pRER) 
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hs 一 一 Sp(pRER) (11.4 — 24) 
(Ca)4; 的 计算 
用 形 一 太一 一 mm, 好 一 太一 0, 让 一 B.B 和 由 (11.4 一 15) 有 
(eip) 二 (esp?) 二 0 等 关系 式 可 计算 41。 
[p's RJ+=[P, (Corer + wirer)]+ 
= [hs] + [hs oeké]+ 
其 中 [F562ske]+ = Peskies 二 eskesps 
一 一 (ephe} ekpe) 
bn es[pis J+ = 2mooeses 
[20kes]+ Ne [phys] 四 2moiwseiey 
所 以 [BR]+= 2mows ee]+ = dmaoowy (Cees) (11.4 — 25) 
同 理 [8,R]+= 4maxor(Ceer)》 (11.4 一 26) 
由 上 两 式 和 有形 一 R 二 一 m, 可 得 
A 一 4maxor(eer)SP(PR) 


可 1 a a 1 a 
SpPiR = TSPLPR + RP] = B57LPs BR]+ 


至 tmaor(ee7)3p7 一 8mows(ees) 
所 以 Ai 一 32m2agaoz(eer)2 (11.4 一 27) 
(b)4*、4s 的 计算 
hs 一 S1PRRR = Spotpeshsekehkses 
十 Spofpeberkesbe + SpowpekereRes 
+ Spowrperisekeke, 
用 44= 4.4 和 反对 易 关 系 [a, 和 + 一 [ey]+= [P01J+= [PeiJ+ 
三 0, 及 迹 Sp4BC = SzC4B 可 简化 上 式 。 
第 一 项 一 SpPeriyeibeiirey 一 ofSppihsbiy 
=@f4[ (pks) kks) + (phs) kshi) 一 (Pi 村] 
=80f (ph) (bk) 一 一 Botmos (kkys) 
第 二 项 =Spojpehekeie, 一 一 2o8(erk)SP phiesk 
一 一 16o3(pj5) (eh)? = 16mow} (esh)? 
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一 8oror(ker)2(Pir) 一 一 Bmow? (kes)? 
第 四 项 = Spovoypekeskejyes 一 一 2oxor(erk) 3pP 和 ier 
=80%(esrh) (piks) 一 一 8maxo8Cker)2 
故 有 hz =— smogorChkr) (11.4 — 28) 
我 们 可 以 用 类 比方 法 求 得 A;。 注 意 到 
4z 一 SpPRER, hs=— SppRisR 
BR = oere; + weises, R= wehes + weriyei 
不 难看 出 ,假使 将 生 和 镶 互 换 ,6 和 6y 互 换 , 那 末 FR 仍然 是 ,万 仍 然 
是 巨 ,而 4: 则 变 为 一 4;。 因 此 ,假使 将 (11. 4 一 28) 式 右 方 的 算 符 ; 
和 了 互 换 , 就 得 到 一 44。 故 


hs = Bnow? (kks) “(11.4 — 29) 
4 一 和 十 外 十 页 一 8maor[4maor(eef)2 十 (or 一 Cr] 
(11.4 一 30) 
式 中 (kks) = kr 一 of = ayor(cosg 一 1) 
由 (11.4 一 10) B — opos0 = a, B= 十 n 
此 

有 ow (co0s6 一 1) = mw 一 w) 
于 是 (kiks) 一 可 (or 一 i) (11.4— 31) 


将 上 式 代入 (11. 4 一 30) 得 到 
4 一 4 十 4z 十 4 一 8mzogo[4(eer)2 十 二 十 — 2] 


(11.4 — 32) 
将 4 代入 (11. 4 一 20) 得 对 初 态 电 子 自 旋 求 平均 后 的 Compton 散射 
微分 截面 


(el 2 
十 借 二 人间 一 2]49 


ys 2 二星 寺 全 一 
4 Cm) [Aee) + + 2]de (11.4 33) 


其 中 m = -和 -是 电子 的 经 典 半径 ， 


dm 
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5). 如 果 不 区 分 光子 的 极 化 ,我 们 还 要 对 初 态 光 子 的 极 化 求 平 
均 , 对 未 态 光 子 的 极 化 求 和 .(11. 2 一 12) 式 求 和 与 求 平均 得 


1 1 
Ze? = 卫 (l + cos’0) (11.4 — 34) 
oy 


最 后 ,我 们 得 到 :对 初 态 光 子 极 化 (以 及 电子 自 旋 ) 求 平均 ,对 
末 态 光子 极 化 (以 及 电子 自 旋 ) 求 和 后 ,Compton 散射 微分 截面 : 


5 一 加 (zeos% 十 亿 十 竺 一 Dd9 (11.4 一 35) 
Oo oO oy 


$11.5 正 、 负 电子 潭 没 


现代 物理 实验 已 经 证 实 , 高 能 正 ` 负 电子 磁 擅 时 , 潭 没 转 化 为 
一 对 光子 。 在 这 一 节 , 我 们 计算 这 种 反应 的 微分 截面 .以 mn 和 pz 分 
别 代表 电子 和 正 电 子 的 四 动  、% 和 
量 ,以 如 分 别 代表 所 产生 2 \、» 
的 二 个 光子 的 四 动量 .这 个 AP PN 而 以 
过 程 的 最 低 次 近似 如 图 11 一 
2 所 示 。 图 11 一 2 

我 们 按照 费 曼 图 形 规则 写 出 相应 于 这 两 个 图 形 的 8 矩阵 元 

FSOli>= Mn+p— hk) (1.5—1) 


一 证 (2z)4 _m pp 人 i 一 六 ) m; 
Tr OE 
十 2 0 (11.5— 2) 
其 中 互 、.B, 分 别 代表 电子 、 正 电子 的 能 量 ,4、wz 和 e1、e2 分 别 代表 末 
态 两 个 光子 的 能 量 和 极 化 矢量 , 设 初 态 电子 静 止 ,Pp = 0,El 二 m， 
则 类 似 上 节 (11. 4 一 13) 和 (11. 4 一 15) 式 ,有 : 
好 一 大 一 一 m2 好 二 太 = 二 0 (11.5— 3) 
[ep]+ 一 [ez 站 + 一 0) 
[ei]+= [ez,kJ+= 0 


(11.5— 4) 
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利用 上 两 式 , 仿 上 节 方 法 ,我 们 可 得 到 类 似 (11. 4 一 16) 的 表示 式 


e2(27)4 


= 4mm A ,(p2) Ru, (p1) 


,2 本 
-Fm EE (1.5— 5) 
最 后 一 步 ,用 了 局 =m, 并 且 其 中 

R = ozez 和 el 十 werkses (11.5— 6) 


由 于 终 态 只 有 两 个 粒子 ,由 (11. 1 一 12) 式 ,反应 微分 截面 
o er LA 


A 
实验 上 ,如 果 不 测 电子 、 正 电子 的 自 施 ,我 们 应 对 它们 的 自 旋 求 平 
均 , 则 微分 规 面 写成 


5 一 rsd liCp) Rup) | eag (11.5— 7) 


其 中 "一 卉 是 入 射 正 电子 的 速度 ,7 = (94) 是 电子 经 典 半 


径 ， 
下 面 我 们 求 ps 的 表 式 ,由 能 动量 守恒 
P=h+hkhe m+B=ot+o (ll.5— 8) 


于 是 总 能 量 
下 一 由 十 由 一 由 十 | 和 一 和 | (1.5— 9) 
由 上 式 有 
d= 入 (8 一 Ipzleosp’ ) (11.5 — 10) 
其 中 % 是 正 电 子 动量 p; 与 第 一 个 光子 动量 各 的 夹 角 ,利用 
= ofuwd9 = psdBd9 (11.5 一 11) 
联合 上 两 式 , 可 得 
mm (11.5 一 12) 


注意 到 几 = (8 一) 和 = |kz| = |pz 一 |， 取 两 式 右 边 平 
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方 得 

E?— of— 2Eo =of t+ |pz|’ 一 21pz|aoncosb' 
另外 EB?=(B + B2)? = 2m? + 2mB, 十 |p2l? 
联合 两 式 有 
mE =o(E— |pz|cosb' ) 
将 上 式 代入 (11. 5 一 12) 得 


= Mo = 
Ps= mB (11.5 13) 


下 面 ,我 们 计算 于 15pomx(p 上 .其 中 加 是 对 电子 , 正 电 
子 自 旋 求 知 . 利 用 (11 2 一 1 ,其 中 五 一己, 可 得 
Q)|&(pz)Rw(pi)1? = Sp > [we pW PN Rt yw, pa) ,Cp2)R] 
利用 正 、 负 能 投影 算 符 (2. 9 一 15) 式 , 


= Du in) = 二 壤土 
-= 一 对 = 二 C11.5— 14) 
则 
Dip Cp) 1? =ahaSpCh + im) Rs — im)R 
| Cl GIy 
其 中 R=— yRt y, (11.5— 16) 


将 (11. 5 一 15) 中 求 迹 展 开 (注意 奇数 y 矩阵 的 迹 等 零 ) 
SplPi + im)R(p2 一 im)R = Sp[L (p+ im)R(hy + ka — pi— im)R] 
一 一 [Sp(pRpR) 一 mRR] 十 Sp(pRER) + S,(p RkR) 
将 上 式 与 (11. 4 一 23) 对 比 可 知 ,当下 标 i->1,f==2 时 ,两 者 形式 类 
似 , 即 
一 Sp(P RPR 一 mRR) 一 一 A 一 一 32m2ofog(elez)2 
Sp(PIERR) = hs 一 一 8maofoz(bkz) 
Sp(PiBkR) 一 一 hs 一 一 8moor (hk) 
《11.5 一 17) 
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所 以 
SPP + im)E(pz 一 im)R =— 8manos[4maioz(elez)2 十 BChikz)] 

(11.5 — 18) 
将 上 式 代 入 (11. 5 一 15) 得 


BD lip Ru Cp) 1 = Amos[ dmoron(eres) 十 BChb)] 


(11.5— 19) 

将 (11.5 一 13) 和 《11.5 一 19) 式 以 及 v 二 冀 代 入 (ll 5 一 7) ,得 到 
0 = ETC BO) 一 4mmon(eeo)] 

(11.5 — 20) 


用 (ele:) = cosp(% 是 ei\ez 间 夹 角 ) 和 (btz) = wowz(cosb 一 1)(8 是 
ja 和 ks 间 夹 角 ) 代 入 上 式 得 
i 7ioidS 三 ee 四 
BnBlpiTLe cosb) 一 dmcos:p] (11.5 — 21) 
如 果 我 们 不 测 光 子 的 极 化 方向 ,应 将 (11. 5 一 20) 对 ea\e: 极 化 求 
和 ,利用 极 化 求 和 公式 (11. 2 一 12), 有 
B) [dmorwaerez): + BCbtz)] 
a 
=4B(h kb) 十 4manozx(]1 十 caszg) (11.5— 22) 
得 到 
z= Le 一 easp) — m(1 + cos?0)] 
(11.5 — 23) 
将 上 式 对 立体 角 d9 积分 ,我 们 便 得 到 。 e+ 潭 没 的 总 截面 
二 = 让 昌 区 54 PE 
1 


二 
其 中 ?一 剖 = 
首先 推出 这 一 公式 。 


"是 入 射 正 电子 的 速度 ,Dirac 在 1930 年 
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§ 11.6 韦 致 辐射 


1. 外 场 问题 

在 实验 物理 中 ,经 典 场 往往 也 参加 相互 作用 ,如 库仑 散射 中 的 
更 电场 和 同步 加 速 器 中 的 静 磁场 以 及 核 散 射 问题 中 的 静 介 子 场 
等 ,这 些 非 量子 化 的 经 典 场 称 为 外 场 。 所 谓 外 场 ,也 就 是 相互 作用 
对 场 源 状态 的 影响 可 以 忽略 的 场 ,因而 , 它 可 以 认为 是 一 个 预先 给 
定 的 时 空 函数 (不 是 算 符 )。 

电子 在 库仑 场 中 被 散射 时 由 于 速度 的 改变 而 产生 辐射 的 现象 
称 为 韦 致 辐射 ,在 处 理 这 样 的 问题 时 ,有 必要 把 以 前 的 理论 略 加 扩 
充 , 这 时 电子 受到 外 磁场 4(z) 和 辐射 场 4,(z) 的 作用 , 设 以 
4 如 (z) 代 表 外 电磁 场 和 幅 射 场 的 总 和 

4 史 一 4 十 4 
则 总 电磁 场 与 电子 场 的 相互 作用 哈密 顿 密度 为 
一 一 ieN($AS y) 一 一 ieN{$(A 十 A)y)} 
《11.6 一 1) 

将 其 代入 5 矩阵 的 展 式 中 ,就 反映 了 包括 外 电磁 场 的 作用 , 象 以 
前 一 样 ,我 们 将 电子 场 » 和 幅 射 场 4 用 量子 化 场 来 处 理 , 即 它们 
可 以 用 产生 和 消灭 算 符 来 表示 ;但 对 外 电磁 场 则 不 同 ,我 们 仍然 把 
从 (z) 看 作 是 四 维 时 空 坐 标的 函数 ,在 动量 表象 中 , (x) 可 表示 
为 


故 D = 三 yo- mdz (1.6— 2) 
对 于 库仑 场 , 三 维 矢 势 A 外 (z) = 0, 而 标 势 gf(z) 可 表达 为 : 
用 (2) 二 igh(z) = 一 1 (1.6— 3) 


这 和 量 一 ze 是 产生 库仑 场 的 电荷 ;例如 连续 谱 的 工 射线 即 属 于 这 种 
情形 ,而 Z 即 为 靶 核 的 原子 序数 .由 (11. 6 一 2)、(11, 6 一 3) 两 式 可 
得 
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— iZe 
A 和 (KW ) 一 CT o) (11.6 一 4) 
上 式 证 明 如 下 :将 (11. 6 一 3) 代 入 (11. 6 一 2) 
2 1 二 Ze 
A(k)= 于 本 于 diz = 一 一 标本 六 全 


| rs Ze EE 

-0 

一 _ 二 Ze 1 x 

= 0 7 (k,) |dsz i 
其 中 


je He™ = | dxz + ew 二 上 上 m [a lo 
Ca 


三 m| Eo ydrsinbdbdg 


一 1 pl eileome js 
lim2x dre "iTaT° , 全 


=lim2n dre ; re 一 wy 


lal 
=lim 人 全- 
0 RT 十 志 、TRT: 
将 上 式 代入 前 式 ,(11. 6 一 4) 式 得 证 。 
2.S 矩阵 元 
描写 轧 致 辐射 最 低 次 近似 的 费 
曼 图 如 图 11 一 3 所 示 .。 代 表 外 电磁 场 
的 虚线 在 其 端点 用 记号 四 标明 ,在 
动量 表象 中 它 对 8 矩阵 元 贡献 一 wy 
个 因子 | 4#(t)d 人 。 相 应 于 图 11 一 3 他 
的 8 矩阵 元 是 


儿 = C2) 


SP = | atpate’ 
M2w | 


图 11 一 3 
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二 人 吾 于 A )slp— 4k’ 一 pD6(Pz 十 一 用 


十 匆 (k* ) FG 十 下 一 p)6(p 一 ?一 到 Dj) 
(11.6— 5) 
其 中 ma (pb 局 ) 及 po(pz,B2) 代表 始 态 及 终 态 电子 的 动量 能 量 四 矢 
量 ,而 *Ck,w) 代表 辐射 出 光子 的 动量 能 量 四 矢量 .以 (11.6 一 4) 
式 的 始 (t' ), 代 入 (11.6 一 5) 式 中 的 修 (t′) ,并 顺序 对 dtpdykdk 
积分 , 则 8 矩阵 元 可 写 为 
2z2Ze 6(B 十 zz 一 B) m -ip+i)—m 


De . 
Pn RE Ge TF DT mi 
i i) om 
+ mer) (11.6 一 6) 
3, 微分 截面 


(〈D 不 考虑 自 旋 , 对 电子 初 态 求 平均 , 末 态 求 和 , 则 单位 体积 单 
位 时 间 内 电子 跃迁 至 某 一 末 态 的 几率 


| 
vw 一 现下 
一 上 (22 (Bt) mS i l 


Cer 


考虑 到 
3 VT 
2(B: t+ wo— EB) 一 6(B2 0— EB)6(0) 一 6(B2 0 — Ei) 2 


lam |? 


， 2n2reim? 6(B, + 0— B) 
we 之 doBB: |lp:+*— Pl 


(Po 二 +m i 一 人 一 各 

其 中 M ee 5 二 部 7 十 eT 二 二 
(11.6— 7) 
未 态 电子 动量 在 ap; 范围 内 的 连续 末 态 (辐射 净 子 动量 任意 


值 ) 的 跃迁 几率 
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ps 1 
? 02n) Cn) 


= Zem 6(B2 + 0— Bl) - 
dw(2m) BE; re me 二 | 


(11:6— 8) 
在 (11. 6 一 8) 式 右 端 不 包含 因子 5(p: 十 一 pr) 是 这 式 的 一 个 特 
点 ,原因 是 库仑 场 可 吸收 一 部 分 动量 ,使 得 终 态 电子 和 光子 的 总 动 
量 不 一 定 等 于 始 态 电子 的 动量 . 设 49, 和 d9, 各 为 终 态 光子 和 终 态 
电子 射出 方向 的 立体 角 , 则 有 
dpz = |pz|d |pz|dQe 


由 下 二 |pzl? 十 mW 有 BxiEs = |pzld|pz| 
所 以 dpz = |pz [BBAdD, 
另 有 dk = |R|2d|R ja9y 一 ozdodgy) 


[mace +o 一 8 一 oao | (1.6— 10) 
设 入 射电 子 的 速度 为 wm, 则 四 
了 7 王 由 亚 Ip |/B, 
将 工 和 (11. 6 一 10) 代 入 (11. 6 一 8) 则 韦 教 幅 射 的 微分 截面 


w w 


一 一 一 一 


Dimom? |pzl 2 
一 2 [Dn liaCps) Mu (p1) | 


Cll = 11) 
其 中 so 二 多 = 南 ，* =P 一 
下 面 我 们 计算 上 式 右 方 因子 9 


A = Yip Mulp) |? (11.6 — 12) 
为 书写 简便 ,引进 记号 
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上 所 
Dmtirm a | (416-19) 


适当 交换 (11.6 一 7) 中 六. 为 和 2 的 位 置 ,并 利用 
Cin 十 mm = 0,(ips + m) = 0 和 [7 = 2(Cze) 
可 得 
Wap2) Mu (PiD) = iialp2) Ca + Pulp) (11.6— 14) 


其 中 


b =Diy (je 一 2(ep1)) 
将 (11 6 一 14) 代 入 (11. 6 一 12) 并 利用 (2. 9 一 15) 得 


-到 一 S73 十 相 ( 一 ip 十 m) (a 十 (一 运 ! 十 m) 


aa 一 Da(ei + 2(ep:)74) 
1 (11.6 ~— 15) 


(11.6— 16) 


其 中 


a =Jat 入 一 Doy( 朋 十 2(ep2)) 
5 =ybt y, = De 一 2(ep1))»4 (11.6 ~— 17) 
将 (11. 6 一 16) 右 边 矩阵 迹 分 解 成 四 项 

Splat BD)(— ips + m)(a + 6)(— ip + m) 

=B + B+ Bt B, 

其 中 Bi 一 Spa( 一 ips + m)a(— iph + m) 

B, 一 3 两 (一 ipst m)b(— ip + m) 

Bs =Spa(— ip: + m)b(— ip + m) 


B=SpB( 一 i 十 m)a( 一 二 十) (11.6 一 18) 
a.B 的 计算 由 奇数 个 矩阵 的 迹 为 零 , 有 
B= Sp[— apzap 十 msaa] 《11.6 一 19) 
利用 yz 一 一 ?十 入 (11.6— 20) 
有 : 一 Srapzap! 一 DZSz(ie 十 2(ezz) )pz(6 十 2(eps)) Pit 


一 08Sz[iepxeipt + 4Ceps) ?pzpt 
十 2(ep2) Pekzt + 2Ceps)hepopt | 
=DSp[— 2(kpt) (kp2) + 4(epa)’ Cp2p1*) 
十 "4(Cepz)2(Ctpz ) 一 dlepa) (ep? ) (kps)} 。 


=8D{2(ep:)(k 十 pesp1*) — (kpo) [kpr 


+ 2Cep2) (ep? )]} (11.6 一 21) 
其 中 利用 了 ps < 本 
不 一 0， ee 一 1 k= ke | 
Spo1czsc =2[(ciez) (e304) — (cics) Cezcs) ? 
十 ecoD Cezcs)] J 
(11.6 一 22) 
另外 ， m2Spaa = 16D8&m2(Cepz)2 (11.6—23) 


将 上 两 式 代 入 (11. 6 一 19) 得 到 
B; 一 8D8{2(Cepz)2[m2 + Ck 十 p177 )] 
一 (kp2) LCkpt) + 2Cep2) Cept )]) (11.6— 24) 
b. Bs 的 计算 ”由 (11.6 一 18) 可 见 , 如 果 作 变换 : 


DoD, m>—m, pSpz, } 
则 a>b;, a>b, BB (11.6 一 25) 
4 
从 (11.6 一 24) 和 (11.6 一 25) 有 四 


B: 一 8D?{2(epD)2[mz 十 《pi 一 kp#)] 1 
一 (kp)L (kpt) — 2Cep) Cep# )]YS 11.6 一 26) 
c. B: 的 计算 . 
利用 (11. 6 一 20)、(11. 6 一 22) 和 (11.6 一 18) 可 以 得 到 
Bs =4DiDa{2(ep? ) ep)L ks’ *) 一 2(p2p1*) 一 2m?] 
十 2(ept yep) Cp) 一 2(ep2)*(kn) 
+ Cp) Ckpz) 十 Ce* pa) Ckpt) — Ckk* IE Cpapt) 十 me]} 
(ll.— 27) 
因为 Bs 是 实数 , 故 有 
. 1Bs = B# = Sp(ipt + m)bt (ipt + m)at (11.6 一 28) 
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以 有 有 乘 上 式 右 方 ,再 利用 (11. 6 一 17) 和 (11. 6 一 20) ,可 以 得 到 
Bs = Sp(— ipi + m)b(— ipz + m)a = B 


(11.6 一 29) 
于 是 B+B+B+B 
2 + Cp — 28) + Gin)] 
+ Cm + Gps + opt) — (po] 
+ Wee CC,) 一 Gp) 十 (bt *) 一 2(papi*) 一 2m?] 
+ vip HP Ctpn) + Cty )Gpf) — Cp) Cp? ) 


一 (kpz)(kpz* ) 一 (popy* ) (kk*) 一 mz (kk*)]) 
(11.6 — 30) 
可 以 证 明 , 上 式 中 
k2 


mi 二 (pz 二 kpf) — (kp) = 263— 7 
及 2 | 

me + Cp + bpt) — (kps) 一 2B1— 玉 

(kp2) 一 (Rp) ksk’ *) 一 2Cp2p*) 一 2m2 = k'?— 4BE, 

(kp1) kpz) + (Fk* pe) (kp?) — (kp) (kpr) 

= (kp) Ckp2) — pap ) (kb) 一 m? (kk*) = Pk? — (Kk )? 

次 (11.6 — 31) 

将 上 式 代入 (11. 6 一 30) ,再 将 所 得 结果 代入 (11. 6 一 18), 利 用 (11. 

6 一 16) 和 (11. 6 一 12) 就 得 微分 截面 

_ Zimow|pz| aE; (ep)’ 


"np © Te [HOAO( Cp (BB 
(epa)’ /jmo 12 2Cep)ep) en 
+ (4 研一 二 9 一 ES ABB 一 人 9 
wk ?2— (kk )2 四 过 
+ ) (11.6— 32) 


匈 ) 如 果 我 们 不 测量 光子 的 极 化 ,应 该 将 上 式 双 光子 的 极 化 求 
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和 。 令 01 和 9: 分别 代表 初 未 态 电子 动量 Pi、Pp 与 辐射 光 于 动量 k 的 
夹 角 ,p 代表 pi 和 & 组 成 的 平面 与 p; 和 上 组 成 的 平面 之 间 的 夹 角 ， 
则 有 Bi 

(kp)? = wi(B1 一 |p1lcos0.)? 

(kp2)? = (Bo 一 |pz|cos02)? 

(kp1) (tpz) = (Bl — |pilcosbi) (Bs 一 jpzjcosb2) 

> (ep2)? = |pz| sinb:， > (ep = |p1|’sin?g, 


D) em) (epz) = Ip | | pz|sinbisinbzcosp (11.6 — 33) 
并 且 
人 一 (et )? = 07) (esp — p1 + hk)? 


= DLCeps) 一 (ep) + (etb) 卫 一 好 > [(epz) 一 (ep 了 


=w2(|p1 lsin?0, + | pz sinzb: 一 2|p, | pzjsingisingxcosm ) 
(11.6 一 34) 
将 (11.6 一 32) 对 光子 极 化 e 求 和 再 利用 上 面 两 式 结果 就 得 到 对 光 
子 极 化 求 和 (以 及 对 电子 自 旋 求 平均 ) 后 的 微分 截面 . 


7 ~ Zo dBd0d0, |pz| _ 
oP ol Tr Teile (11.6 一 35) 
其 中 


G =— Psin’0, (pm Iw |2) 


(B1 一 |p1leos01)’ 


|pz| sin?O, _ pr 12 
+ Blpaleosnry Bt — le 人 


三 2|p1| 。 |?z|sinbgisinbzcasp 。 下 
4 + 2 一 |e 站 
2Zo2z(|P [2sin?0, + zz | sin2p2) 
rT i (11.6.— 36) 
这 里 内 = pz 十 一 Pr 是 库仑 场 ( 外 场 ) 给 予 电子 和 光子 的 动量 ,上 
式 是 贝 脱 和 海 脱 勒 (Bethe and Heitler 1934) 首 先导 出 的 。 
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第 十 二 章 ” 重 整 化 理论 


上 一 章 , 我 们 利用 8 矩阵 计算 一 些 物理 过 程 。 在 那里 ,我 们 只 
计算 最 低 次 近似 , 却 得 到 与 实验 相当 符合 的 结果 。 这 说 明 , 至 少 在 
电磁 现象 里 ,量子 场 论 的 确 反映 了 客观 规律 .但 当 我 们 计算 高 次 近 
似 ( 考 虑 5 矩阵 展 式 以 后 各 项 ) 时 ,通过 后 面 的 讨论 ,我 们 将 看 到 ， 
所 得 结果 总 是 无 穷 大 ,这 就 是 所 谓 “ 发 散 困难 ”, 由 于 在 量子 电动 力 
学 中 低 次 近似 计算 与 实验 相当 符合 ,所 以 在 一 个 相当 长 时 期 内 ,人 
们 认为 ,所 有 高 级 微 扰 修正 都 是 没有 物理 意义 的 ,应 该 不 也 考虑 。 
但 是 ,由 于 微波 技术 的 发 展 ,1947 年 Lamb、Retherford 用 3 厘米 波 
技术 精确 地 测定 了 毛 原 子 的 2Sv: 与 2Py; 能 级 的 微小 差别 (根据 
Dirac 理论 ,这 两 个 能 级 是 相同 的 )。 如 果 认 为 高 级 微 扰 修 正 没有 物 
理 意义 ,那么 氨 原 子 的 28vz 和 2Pys 的 能 级 就 不 可 能 有 任何 差异 ， 
这 就 促使 人 们 去 考虑 计算 高 级 微 扰 修正 所 给 出 的 发 散 的 物理 意 
义 ,并 找到 了 克服 发 散 困 难 的 重 整 化 方法 。 


$ 12.1 发 散 困难 和 重 整 化 思想 的 引进 


1 发散 困 难 
为 了 对 量子 电动 力学 中 的 发 散 困难 有 较 好 的 理解 ,我 们 先 回 
顾 一 下 古典 电动 力学 里 的 发 散 困难 .在 古典 电动 力学 里 存在 两 种 
发 散 困 难 ,一 种 是 电磁 场 的 黑体 辐射 的 紫外 困难 , 即 瑞 利 一 琼斯 计 
算 黑 体 辐射 能 密度 
8xKT ee FE 


J 


由 于 这 个 发 散 与 频率 » 的 无 穷 大 有 关 , 故 称 为 紫外 发 散 . 显 然 辐 射 
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能 量 密度 w 的 无 穷 大 导 至 辐射 场 总 能 量 无 穷 大 的 荒废 结论 ,在 
1900 年 帕 普 朗 克 引进 能 量子 加 的 假设 后 这 个 困难 得 到 克服 ,古典 
电动 力学 的 另 一 个 发 散 困难 是 荷 电 粒 子 的 自 能 为 无 穷 大 . 设 荷 电 
粒子 的 电荷 分 布 在 半径 为 > 的 球面 上 ,其 库仑 场 的 能 量 (国际 单位 
制 ) 


< 二 本 和 
"3 ‘eoB?dv 一 外 CD) 47rr2zdr 


-8 
假如 认为 荷 电 粒 子 是 无 结构 的 点 电荷 (> 一 0), 则 其 固有 电磁 场 能 
量 W 为 无 穷 大 。 由 相对 论 的 质 能 关系 :W = mucz, 这 相当 于 荷 电 粒 
子 有 附加 的 电磁 质 是 mn。 把 W 代入 得 


i 

可 见 , 假 如 把 荷 电 粒 子 当 作 点 电荷 ,那么 它 就 有 一 个 附加 的 无 穷 大 
的 电磁 质量 ma( 以 后 我 们 用 如 表 示 电 磁 质 量 ) ,这 是 落 雇 的 。 

在 量子 场 论 中 ,我 们 把 物理 粒子 看 成 是 由 源 粒子 ( 裸 粒子 ) 和 
它 的 周围 有 许多 云 状 分 布 的 违 粒子 所 组 成 (如 物理 电子 是 由 裸 电 
子 和 虚 光 于 组 成 ,这 些 虚 光子 是 由 电子 不 断 发 射 而 又 不 断 吸 收 
的 ) .这 种 虚 粒 子 的 场 称 为 固有 场 , 源 粒 子 与 自身 的 固有 场 的 作用 ， 
就 是 固有 场 的 反作用 .一 个 基本 粒子 的 云 与 另 一 个 基本 粒子 相互 
拉 触 时 ,它们 之 同名 产生 相互 作用 ,Wih(1938) 指出 ,质量 为 m 的 
粒子 固有 场 的 云 主要 分 兴 在 半径 一直 的 范围 内 ,并 且 固 有 场 粒 
子 的 能 量 愈 高 ,接近 核心 处 的 密度 亦 傅 大 .计算 结果 固有 场 的 反 作 
用 为 无 穷 大 ,也 就 是 说 固有 场 的 质量 5m 为 无 穷 大 .这 就 是 量子 场 
论 中 的 一 种 发 散 困难 (这 与 经 典 电动 力学 类 似 )。 

除了 无 穷 大 的 附加 质量 sm 外 ,量子 场 论 中 还 有 无 穷 大 的 附 
加 电荷 .按照 场 论 观 点 , 光 于 也 不 断 地 在 自己 的 周围 产生 正 负电 子 
对 ,又 不 断 地 吸收 正 负电 子 对 ,因而 在 自己 的 周围 形成 荷 电 的 虚 粒 


子 云 ,这 就 是 所 谓 光 子 自 能 (或 称 为 真空 极 化 ) .电子 在 外 来 电磁 场 
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作用 下 所 被 观测 到 的 电子 电荷 将 包含 着 由 于 真空 极 化 所 产生 的 附 
加 电荷 be 的 贡献 ,实际 计算 的 附加 电荷 be 亦 为 无 穷 大 。 

以 后 我 们 将 看 到 ,计算 3 和 邱 阵 元 的 高 次 近似 时 ,其 计算 结果 
可 以 分 为 两 部 分 :一 部 分 代表 由 于 固有 场 效 应 所 引起 的 无 穷 大 的 
附加 质量 sm 和 无 穷 大 的 附加 电荷 5e, 另 一 部 分 是 有 限 的 微 扰 修 
正 (辐射 修正 )。 

2. 重 整 化 的 物理 意义 

(1) 重 整 化 概念 的 确立 


贝 脱 (Bethe 1947) 从 电子 的 固有 场所 起 的 影响 清晰 地 解释 了 


氢 原 子 28vz 和 2Pl/ 上 能 级 的 差异 ( 称 为 氢 原 子 能 级 的 兰 姆 (Lamb) 迁 
移 ) 原 因 . 为 了 使 理论 能 够 包括 固有 场 的 效应 ,那么 不 论 固有 场 对 
电子 质量 的 贡献 im 是 否 为 无 穷 大 都 必须 包 拱 在 电子 质量 的 观测 
值 内 .这 样 ,我 们 可 以 希望 从 固有 场 对 自由 电子 质量 的 贡献 与 对 电 
子 在 库仑 场 中 时 的 能 量 贡献 的 差 来 计算 兰 姆 能 级 迁移 虽然 固有 场 
的 贡献 为 无 穷 大 ,但 上 述 二 者 的 差 可 能 是 有 限 的 .按照 这 种 想法 ， 
Bethe 成 功 地 得 到 和 兰 姆 实验 几乎 相同 的 结果 ,从 而 确立 了 重 整 化 
的 概念 。 由 于 当时 没有 完满 的 数学 形式 表达 这 种 概念 ,Bethe 的 计 
算是 非 相对 论 的 。 随 后 , 朝 永 等 (Fukuda Miyamoto & Tomonaga 
1949), 许 温 格 (Schwinger 1948)、 费 曼 (Feynman 1949) 和 戴 琶 
《Dyson 1949) 建 立 了 协 变形 式 的 微 扰 论 方法 ,得 到 处 理 这 些 无 努 
大 的 比较 有 效 的 数学 方法 。 

(2) 重 整 化 的 物理 意义 

通常 人 们 认为 电子 有 “机 械 质 量 ”( 或 称 裸 质量 )m, 由 于 电子 
与 其 固有 场 发 生 相 互 作用 产生 了 附加 质量 (又 称 电 磁 质 量 )sm. 但 
实验 上 可 观测 的 电子 质量 应 是 电子 的 总 质量 m 二 m 十 sm, 实验 上 
不 可 能 分 别 测量 电子 的 裸 质 量 m 和 附加 质量 知 .因此 ,为 了 和 实 
验 一 致 ,在 理论 上 应 该 把 裸 质量 m 和 附加 质量 合并 起 来 作为 观测 
到 的 电子 质量 ,这 种 重新 定义 电子 质量 的 过 程 , 称 为 质量 重 整 化 。 


同样 ,实验 上 不 可 能 分 别 测量 电子 的 “ 裸 电 荷 "e 及 其 由 真空 极 化 所 


产生 的 附加 电荷 ee, 而 实验 测量 到 的 电荷 应 是 两 者 的 总 和 .因此 理 
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论 上 也 应 将 裸 电荷 和 附加 电荷 se 合并 起 来 作为 实验 上 所 观测 到 
的 电子 电荷 eo,eo = e 十 bm, 这 种 将 电子 电荷 重新 定义 的 过 程 称 为 
电荷 重 整 化 。 

以 后 我 们 将 看 到 ,经 过 质量 和 电荷 重 整 化 后 ,量子 电动 力学 中 
S 和 矩阵 元 各 级 计算 时 出 现 的 无 穷 大 都 被 吸收 进 重 整 化 的 质量 和 电 
荷 之 中 。 当 令 重 整 化 了 的 质量 和 电荷 取 实验 观测 的 有 限 值 时 ,就 相 
当 于 把 无 穷 大 的 附加 质量 和 附加 电荷 分 割 出 去 ,于 是 量子 电动 力 
学 中 5 矩阵 元 各 级 计算 中 就 不 再 出 现 无 穷 大 , 剩 下 的 只 是 微小 的 
修正 .现在 ,这 种 理论 上 的 微小 修正 已 得 到 一 些 实验 的 证 实 (如 上 
述 的 兰 姆 能 级 迁移 等 )。 

3. 发 散 的 分 类 

在 高 次 近似 计算 中 所 出 现 的 无 穷 大 (发 散 ) 可 区 分 为 下 列 四 
类 : 

(1) 红 外 发 散 ; 

(2) 与 某 一 种 闭合 图 形 相连 系 的 发 散 ; 

(3) “严重 "发散; 

(4) 真空 起 伏 。 

红外 发 散 是 由 求解 时 所 用 的 某 种 特殊 的 数学 方法 引起 的 ,可 
用 改善 数学 处 理 方法 把 它 避 免 . 其 余 三 种 都 是 由 于 中 间 状 态 的 虚 
粒子 的 动量 很 大 而 引起 。 

第 (2) 类 发 散 包括 光子 自 能 、 光 子 与 光子 散射 图 形 。 由 于 这 种 
发 散 比较 难处 理 ,一 般 须 用 规范 变换 不 变性 理论 处 理 ,但 也 可 和 下 
述 第 (4) 类 同样 的 精神 处 理 。 

第 (3) 类 发 散 包 含 电子 自 能 、 真 空 极 化 或 顶 角 部 分 这 三 种 图 
形 ,因为 好 像 没有 简单 和 完满 的 方法 来 消除 这 种 发 散 , 所 以 称 为 
“严重 发散。 现在 用 的 方法 分 为 二 个 步骤 :第 一 步 把 无 穷 大 从 8 
和 抢 阵 元 中 分 割 出 来 ,第 二 步 证 明 把 无 穷 大 消去 就 相当 于 质量 重 整 
化 和 电荷 重 整 化 .本 章 将 详细 讨论 这 种 发 散 的 处 理 。 

第 (4) 类 包含 真空 起 伏 图 形 ,是 与 对 真空 的 描述 有 关 的 发 散 ， 
下 面 我 们 将 证 明 真 空 起 伏 的 总 效果 只 改变 态 的 位 相 , 而 不 产生 任 
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何 物理 效应 。 


$ 12.2 闭合 回路 ”真空 起 伏 


1. 闭合 回路 

在 某 些 费 曼 图 形 中 常常 包含 着 费 米子 线 所 组 成 的 闭合 回路 ， 
其 中 也 包括 了 没有 外 粒子 线 的 闭合 回路 , 它 反映 从 真空 到 真空 的 
起 伏 过 程 .例如 ,图 12 一 1a 代表 光子 自 能 图 形 ;b 代表 光子 与 光子 
相互 散射 的 一 个 图 形 ;e 代表 真空 起 伏 的 一 个 图 形 。 

一 般 地 说 ,在 费 曼 图 形 中 如 果 ia a pw 


包含 一 个 闭合 回路 , 则 在 8 矩阵 
元 中 就 相应 地 出 现 一 个 求 矩阵 迹 


的 符号 Sp, 同 时 产生 一 个 因子 (一 Ia 人 a nn、 .an 
1)。 例 如 ,光子 自 能 (图 a) 的 正规 a) b) c) 
乘积 可 写 为 
图 12 一 1 
N{ (FAD GAY)s) 


一 (一 1)Sp{¥(z pr) yp zo pT) PN {A zp) Asz)} 
PY SA -12.2— 1) 
在 上 式 中 的 负 号 是 由 于 #(zz) 移 到 Y(z1) 的 后 面 组 成 收缩 函数 而 产 
生 的 , 即 吕 (zz2)%(zb) 一 一 戎 2)$(za)。 求 迹 符号 8? 的 来 源 , 只 要 利用 
公式 : 
$22) Bz) = Sr,wlzz — 21) 
把 (12. 2 一 1) 式 中 的 旋 量 标 符 a、.8 明显 写 出 就 可 看 出 。 
2. 法 雷 定 理 . 
法 雷 (Furry，1937) 曾 求 得 关于 闭合 回路 的 一 个 定理 :假使 费 
曼 图 形 中 包含 着 一 个 闭合 回路 ,其 顶 角 数 为 奇数 , 则 对 3 矩阵 元 
的 贡献 为 零 。 
这 个 定理 的 证 明 可 根据 理论 的 电荷 对 条 来 证 明 - 便 如 ,图 12-- 
2a 包含 一 个 闭合 回路 ,其 电子 线 的 指向 是 反 时 针 方向 的 ,在 同一 
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个 物理 过 程 中 还 必 有 一 个 图 


形 b 和 a 相对 应 ,不 同 的 仅 a 
仅 是 电子 线 的 指向 相反 ,其 。“ a » 
它 的 一 切 物理 量 均 相 同 . 因 区 人 有 
此 图 b 的 贡献 ,可 从 图 a 的 图 12 一 2 
$CzDyAp《z) 用 $7(z)yay"(zi) 去 代替 得 到 。 这 就 是 说 图 a 的 
$3(zD) yp(z) 用 它 的 电荷 共 斩 3《zi)ywY (zs) 去 代 壹 就 得 到 图 b。 
因为 (zs)ywy(z) = 一 3(z)ywp(zi), 故 图 b 和 图 a 的 积分 仅 相 
差 一 个 因数 (一 1)", 这 里 站 是 顶 角 数 。 设 4 为 图 a 的 矩阵 元 ,那么 图 
b 的 和 挎 阵 元 为 (一 1)"4, 而 这 个 物理 过 程 的 矩阵 应 为 图 a 和 图 b 的 
和 。 故 当 mm 为 奇数 时 这 两 个 图 形 的 和 为 零 ,此 即 法 雷 定理 。 若 疾 偶 
数 , 则 这 两 个 图 形 的 贡献 为 24。 
3. 真空 起 伏 
真空 起 伏 最 简单 的 典型 可 用 下 列 的 图 形 来 代表 : 


1 \ >< 
1 
及 2 人 1 ,7 


图 12 一 3 
每 一 个 这 类 图 形 所 对 应 的 8 矩阵 元 将 出 现 发 敬 。 现 以 第 一 个 图 形 
作为 说 明 的 例子 。 第 一 图 对 应 的 8 矩阵 元 将 正比 例 于 


=|sae+ ?一 wp)64 十 ?一 ) 


下 2( 旦 二 5 dtpdtp qd 
对 积分 得 


1 ip—m 记 一 
M= [bre = Sp (yz Fm py Dy dtpdp 


上 式 中 的 5 (0) 函数 与 所 考虑 的 场 的 四 维 体积 成 比例 ,M 的 值 当 
对 内 电子 线 动量 p.m 积分 时 将 出 现 发 散 。 一 般 说 ,不 同 的 真空 起 
伏 图 形 具 有 不 同 的 发 散 值 M,. 令 
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C= Dm, 
其 中 求 和 包括 所 有 不 同 的 真空 起 伏 图 形 及 其 各 种 可 能 的 组 合 , 那 
未 c 就 是 8 矩阵 中 所 含 的 真空 起 伏 的 总 和 .由 于 动量 一 能 量 守恒 
的 要 求 ,真空 态 只 能 过 渡 到 真空 态 ,其 它 由 真空 态 过 渡 到 非 真空 态 
的 8 矩阵 元 均 为 零 所 以 真空 态 应 为 8 矩阵 的 本 征 态 ,其 对 应 的 
本 征 值 即 为 C, 可 写 为 810 之 = Cl0 之 由 于 8 为 么 正 矩阵 , 故 C 的 
绝对 值 为 1, 或 写成 C = ea 为 实数 )。. 上 述 M 具有 发 散 值 , 正 反映 
出 “无 穷 大 ,由 此 可 以 看 出 真空 起 伏 的 总 效应 为 真空 态 矢 量 经 过 


无 穷 大 的 位 相 变换 而 已 。 2 - 
对 于 某 一 具体 物理 过 程 中 的 ¥ 的 】 全 
3 矩阵 元 也 包含 了 真空 起 伏 。 例 甘 
如 康 普 顿 散射 的 各 级 修正 包含 着 、 ES 


各 种 可 能 的 真空 起 伏 图 形 : 图 12 一 4 
因此 对 于 任 一 具体 过 程 的 8 矩阵 实际 应 为 8 一 (》)M,)S' = 


CS' ,其 中 8' 为 不 考虑 真空 起 伏 的 笼 阵 元 。 由 于 C 的 绝对 值 为 1, 故 
我 们 计算 过 滤 几 率 时 可 以 不 考虑 无 关 紧要 的 由 真空 起 伏 所 引起 的 
位 相 迁 移 , 而 令 S = 8' ,在 以 后 讨论 中 我 们 将 不 考虑 有 关 真 空 起 伏 
的 图 形 。 


$12.3 自由 电子 的 自 能 


1. 电 子 自 能 ， 
电子 自 能 的 图 形 最 简 。 ，- / / 

单 的 是 单独 一 个 电子 的 自 上 (| 7 一 

能 (图 12 一 5a), 但 也 可 作  、 小 、 

为 较 复杂 过 程 的 一 部 分 ， . : We 

插入 在 外 电子 线 或 内 电子 。 9 b) o 

线 中 ,例如 图 b 和 图 “。 图 12 一 5 
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本 节 我 们 先 讨 论 单个 电子 的 自 能 ,下 一 节 讨 论 较 复杂 物理 过 
程 中 包含 电子 自 能 部 分 的 问题 。 
因为 一 个 单独 的 电子 是 一 个 稳定 的 粒子 , 即 在 始 态 和 终 态 时 
都 只 有 一 个 电子 , 故 S 矩阵 对 这 一 过 程 的 最 低 次 近似 是 由 SO=1 
给 出 的 ,下 一 个 高 次 近似 是 由 SS 给 出 的 ,根据 图 a 可 以 写 出 8 
和 矩阵 元 : 
d 人 ip 一 和 一 m 


SSP =6(p— neicp| EY GODT mr) 


=6(p 一 Pup) ZY (pulp) (12.3 一 1) 
其 中 我 们 引入 了 记号 32(p) : 
Zo) 一 e dk 5(CP 一 丰 ) 一 亿 (12.3— 2) 


EY = Hm 

为 了 看 清 记号 2 (p) 的 作用 ,可 从 更 一 般 的 情况 出 发 .图 12 
一 5a 可 作为 较 大 图 形 中 的 一 个 内 部 ,于 是 它 的 二 个 外 电子 线 就 相 
应 于 二 个 费 米 子 的 传播 函数 S,《p) ,而 对 应 于 这 样 的 内 部 图 形 的 
因子 为 

Sr(P)ZC)(7)Sr(p)》 

我 们 强调 指出 ,在 这 种 情况 下 应 该 把 
图 12 一 5a 看 作 是 图 12 一 6a 的 传播 函 十 h 
数 SCp) 的 一 个 修正 ,而 Sp) 是 微 扰 人 
展 式 中 较 低 次 近似 中 的 一 个 因子 , 因 
而 修正 后 的 传播 函数 S'(p) 就 相应 
于 图 b, 它 具有 如 下 的 形式 : -图 12 一 6 


a) b) 


8’ p(p) = Sp(p) 十 Sr(p)ZC(Cp)Sr(p) (12.3— 3) 
显然 ,这 种 看 法 可 以 推广 到 更 高 次 的 电子 自 能 图 形 ,这 一 点 我 
们 将 在 以 后 讨论 。 
2. 无 穷 大 的 分 割 
现在 我 们 来 讨论 (12. 3 一 27 式 积分 的 发 散 情 况 . 应 用 公式 
?hz = 一 24 可 将 (12. 3 一 2) 式 写 为 
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dip 一 让 十 2m 
BF (pC— B+m: 

今后 处 理发 散 积 分 的 讨论 中 ,常常 利用 到 下 列 两 个 费 曼 公式 
(附录 ) 


了 2(p) 一 一 2e2 (12.3 一 4) 


1 » 2 
— Cn — D1| 6s,{0s.... (a: 
二 De [ 


1 
zal 十 G2(Zoz 一 ze 十 …as(1 一 2z)] 


当 a 一 2 时 


这 1 四 
ma -je a 238) 


1 1 1 n(f 一 a)dz 
和 FF [TT pT (12.3— 6) 


利用 (12. 3 一 5), 可 将 (12. 3 一 4) 式 中 分 母 的 二 个 因子 合并 为 
一 个 因子 的 平方 ,得 到 


ZH(p) 一 一 2e2 Jaxf ez 


ip hk) 十 2m 
1 一 zz 十 本 
《12.3 一 7) 


其 中 已 一 2z2 + (pm)z(l — 7z) 

积分 (12. 3 一 6) 是 对 的 四 维 积分 ,显然 当 一 co 时 ,这 个 积 
分 线性 发 散 ,发 散 的 来 源 是 由 于 积分 区 域 |de 本 身 就 是 无 穷 大 。 在 
费 曼 图 形 中 反映 着 始 态 的 电子 可 以 放出 各 种 不 同 的 *( 动 量 一 能 
其 ) 的 光子 ,然后 再 吸收 这 些 光子 而 达到 终 态 电子 .因此 在 中 间 态 
中 可 以 存在 着 无 穷 多 种 的 虚 光 子 , 故 积分 (12. 3 一 6) 的 发 散 与 无 
穷 多 种 虚 光子 的 存在 有 密切 联系 , 亦 即 与 电磁 场 的 无 穷 多 个 自由 
度 有 联系 。 一 般 地 说 ,在 量子 场 论 中 的 各 种 发 散 积 分 都 与 场 的 无 穷 
多 的 自由 度 相 联系 。 

在 以 后 的 讨论 中 常常 会 遇 到 发 散 积分 ,关于 发 散 积分 的 处 理 
方法 我 们 写 在 附录 了 中 。 这 里 只 指出 ,为 了 进行 积分 的 方便 ,我 们 
适当 移动 积分 的 原点 ,使 得 积分 的 分 母 中 只 出 现 4B 的 项 ,而 不 出 现 
4 的 一 次 项 。 但 移动 积分 原点 时 应 注意 :(1) 对 数 性 发 散 积 分 原点 
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可 以 随便 移动 而 积分 的 数值 不 会 改变 .(2) 线 性 发 散 积 分 当 原点 移 
动 后 ,积分 的 数值 改变 AT 是 一 个 有 限 的 常数 (3)z 次 发 散 积分 的 
原点 移动 后 积分 的 数值 改变 人 7 可 能 是 一 个 (* 一 1) 次 发 散 的 数 
值 。 在 附录 中 证 明了 如 下 二 个 常用 的 发 散 积 分 的 例子 : 


7o -| 二 全 二 是 对 数 发 散 ,Aro 一 0 (12. 3 一 8) 


1 全 是 一 次 必 数 ,一 一 冯 史 
(12. 3 一 9) 内 
我 们 利用 (12. 3 一 8) 和 (12. 3 一 9) 的 结果 将 (12. 3 一 7) 式 的 积 
分 原点 移动 。 在 (12. 3 一 7) 式 中 只 有 与 分 子 中 一 奖 相 应 的 项 是 一 次 
发 牧 而 其 它 二 项 是 对 数 性 发 散 , 故 当 积 分 原点 移动 +->k 十 xz 后 可 
得 


Zp) 一 一 2ez|eo|， 1 + a lk dz 


-2 一 2e|ow de! CH 于 二 = 

可 以 看 出 ,由 于 对 称 性 原因 ,上 式 右 方 积分 中 与 一 这 相应 的 一 项 

的 贡献 等 于 零 .将 上 式 代 入 (12.3 一 1) 式 ,并 注意 到 对 于 自由 电子 
的 波 函 数 us,《71) 满 足 

(说 十 m)ua(p) =0, R=—m (2.3— 11) 


(C12,.3.= 10) 


就 可 得 到 
<fIsV)i>=— i(2n) Aususdlp: 一 7p2) 
《12.3 一 12) 


一 em 7 1 十 z 
4 一 元 党 G 2 :| ty 02.3— 13) 


因此 ,计算 < fls2i> 就 归结 为 计算 4 的 问题 .应 用 分 部 积分 方 
法 不 难 将 4 中 的 积分 分 为 二 个 积分 : 


[oj 1 十 z 
0 
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3 a zz(2 十 adz (12.3 

2j CE + mz BF ms 
上 式 右 方 第 一 个 积分 是 对 数 性 发 散 的 ,可 以 先 令 这 一 积分 的 极限 
取 有 限 的 数值 ,在 积分 后 再 令 极限 趋 于 无 穷 大 ,这 样 可 看 出 积分 本 
身 如 何 发 散 。 在 进行 积分 时 ,我 们 将 对 积分 途径 改 取 虚 轴 , 并 引 


平 2 [ss] - 14) 


入 四 维 空间 的 球 坐 标 (参阅 附录 W ) 
dk = KidKdypsinbdosin’Bd 
dk KdK? . 
是 my 起 一 的 
(12.3 一 15) 
将 K? 的 上 限 取 做 M2:, 积 分 后 令 M*->oo 就 得 到 
一 in'D (12.3 一 16) 
2 十 mz 312 
其 中 Mni{n mt mi 1 
(12.3 一 17) 


可 见 D 是 对 数 性 发 散 的 。 
计算 (12. 3 一 14) 右 方 第 二 个 积分 ,利用 如 下 的 公式 [ 阅 附 录 
(9) 式 ]: 


dd 1 yy 
| ts HF G1 m5 
(12.3 一 18) 
就 可 得 到 
2 je]. a = Bin (12.3— 19) 


将 (12. 3 一 16)、(12. 3 一 19) 两 式 代 入 (12. 3 一 14), 然 后 再 代入 
(12. 3 一 13) 就 得 到 
a 3 
4 一 二 3m(D 十 方 ) 
人 (12.3 — 20) 


因为 也 是 对 数 性 发 散 的 ,可见 4 以 及 <<f|132 1 之 也 是 对 数 性 
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发 散 的 。 
3. 质量 重 整 化 
现在 我 们 研究 单个 自由 电子 的 <f1321 这 在 物理 上 代 玖 什 
么 作用 ?假设 相互 作用 哈密 顿 密度 具有 如 下 的 形式 : 
ECz) = ng(z)%(z) m= A (12.3— 21) 
那 末 , 它 对 单个 自由 电子 8 矩阵 的 第 一 次 近似 的 矩阵 元 是 
<fIsSDIi>=— i<fldz omgyli> 
=— i(27)‘6musus,6(p1 一 p2) 
. (12.3 一 22) 
将 上 式 与 < 了 ls 1i> 的 者 式 (12. 3 一 12) 相 比较 ,就 可 看 出 
这 二 个 表 式 完全 一 样 。 因 比 . 淘 理 上 我 们 可 以 将 < fl1s@1i > 作 
如 下 的 理解 :自由 电子 ( 裸 质量 m) 与 电磁 场 相互 作用 产生 了 电子 
的 电磁 质量 gm, 而 电子 的 电磁 质量 im 又 导致 了 < f182|i>， 
在 以 上 的 讨论 中 , 实际 上 我 们 将 电子 的 质量 划分 为 裸 质 量 六 
和 电磁 质量 6m 二 部 分 ,将 裸 质量 划 入 自由 电子 的 哈密 顿 ,而 将 电 
磁 质 量 划 入 相互 作用 哈密 顿 ,这 种 做 法 显然 是 不 合适 的 ,因为 在 实 
验 上 我 们 根本 不 能 区 分 裸 质 量 和 电磁 质量 ,而 观察 到 的 是 二 者 的 
和 。 因 此 我 们 应 该 将 电子 的 电磁 质量 从 相互 作用 哈密 顿 中 取出 , 归 
入 自由 电子 场 的 哈密 顿 . 令 
1n0 一 加 十 bm 《12.3 一 23) 
代表 实验 所 观察 到 的 自由 电子 的 质量 ,( 即 我 们 所 处 理 的 自由 电子 
不 是 ' 光 身 的 ,而 是 穿着 衣服 ?的 ) , 那 末 自由 电子 场 的 哈密 顿 密 
度 就 应 该 是 


.=P 他 wby (12.3 — 24) 


而 相互 作用 的 哈密 顿 密度 应 该 是 _ 
Ci = 一 ieN (AY) 一 gm (12.3 一 25) 


bm 二 4 一 攻 3amD 十 二 ) (12.3 — 26) 
假使 在 讨论 自由 电子 问题 时 只 限于 a 的 一 次 方 近似 , 那么 


(12. 3 一 25) 式 右 方 的 一 ieN(¥Ay) 项 对 3 和 矩阵 元 的 贡献 就 恰好 与 
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一 Sm$# 的 贡献 相抵 消 。 也 就 是 说 ,在 这 一 近似 中 无 穷 大 不 再 出 现 。 
将 辐 有 质 其 与 电磁 质量 合并 起 来 的 过 程 ,叫做 质量 重 整 化 过 程 。 
当然 ,在 讨论 自由 电子 的 更 高 次 近似 8 矩阵 元 时 ,仍然 出 现 与 
?、a… 成 比例 的 更 高 次 的 电磁 质量 ,这 就 应 该 将 电子 的 质量 作 更 
次 的 重 整 化 ,这 时 ,6m 的 形式 将 包括 与 a3… 成 正比 的 一 些 


a 


昌 可 


§ 12.4 电子 自 能 部 分 


1, 内 电子 线 的 电子 自 能 部 分 

质量 重 整 化 虽然 克服 了 自由 电子 问题 中 的 发 散 困难 ,但 是 ,还 
不 能 克服 其 它 一 些 发 散 困 难 。 因 为 对 于 某 一 物理 过 程 的 内 电子 线 
和 外 电子 线 也 可 以 包含 着 电子 自 能 的 情形 。 这 时 ,经 过 质量 重 整 化 


后 还 不 能 克服 其 发 散 困难 。. 例  \ jn 区 
如 ,图 12 一 7a 反映 康 普 顿 散 ?本 2 
射 的 最 低 次 近似 过 程 之 一 ,而 站 一 《OY ,7?”， 
图 b 则 代表 同一 散射 现象 的 2 站 
nA 这 
b) ©) 


较 高 级 近似 过 程 之 一 , 它 的 内 
电子 线 包含 着 电子 自 能 部 分 。 。 


显然 ,与 图 a 相应 的 S 矩阵 元 是 图 12 一 7 
8 ~ 3 
<flsoli> 一 dtpiisdySr(P) Erm 
6bm+h—pep— pt) (12.4—)) 
其 中 Sr(z) 的 表 式 是 


Sv(p) 一 天 全 (12.4 一 2) 


图 b 和 图 a 的 外 电子 线 都 相同 ,只 有 内 电子 线 不 同 。 根 据 上 节 所 
述 ,可 知 与 图 b 相应 的 卸 阵 元 <f13@ 上 之 是 以 
Sr(P) LOp) Ss) (12.4— 3) 
代替 (12. 4 一 1) 式 中 的 Sr(?) 就 可 得 到 ,由 于 ZO(p) 是 发 散 的 , 故 
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去 fl1S94 刁 > 也 是 发 散 的 .假使 我 们 进行 质量 重 整 化 , 取 (12. 3 一 
24) 式 作 为 相互 作用 哈密 顿 密度 , 那 末 SY 中 还 有 一 项 也 对 康 普 顿 
散射 作出 贡献 ,与 它 相 应 的 过 程 可 用 图 c 表示 ,相应 的 矩阵 元 
三 fISSli 二 是 以 
Sr(p) {i(27) ‘6m)S,(p) (12.4 一 4) 
代替 (12. 4 一 1) 式 中 的 Sr(z) 就 可 得 到 。 
因此 ,图 a.b\c 贡献 的 总 和 可 写 为 


2 3 
一 让 SC 十 SG) 十 sOli>= 2 dp 


262 
4 
* SPp)emdlpi + ho— p)6lp 一 Pa 一 如) 
其 中 892(p) 代表 (12.4 一 1) 式 中 的 Sr(2) 与 (12. 4 一 3)、(12. 4 一 
4) 两 式 的 和 : 
SP(p) = Sr(p) 十 Sr(P {ZT p) + i(27) 6m) SCp) 
(12.4 一 5) 

这 就 是 说 ,只 要 将 (12. 4 一 1) 式 中 的 Sr(z) 换 成 892(p) ,就 能 够 得 
到 图 a.b 和 *e 的 贡献 总 和 。 

可 以 看 出 ,只 有 当 严 一 一 到 的 时 候 , 即 只 有 22(z) 作用 在 自 
由 电子 的 波 函 数 上 的 结果 相当 于 地 为 一 知 所 代替 的 时 候 ,Z2(P) 
才 会 与 i(27)'5m 相互 消 去 .但 是 ,现在 我 们 所 讨论 的 中 间 状 态 中 出 
现 的 电子 的 动量 一 能 量 ? = pi 十, 它 并 不 满足 自由 电子 的 动量 
一 能量 的 关系 式 ,因此 (12. 4 一 5) 式 中 的 i(2r)4im 未 必 能 消去 
22(p?) 中 的 无 穷 大 这 就 是 说 ,即使 进行 了 质量 重 整 化 ,散射 矩阵 
元 仍然 可 能 是 发 散 的 。 

人 象 图 b 和 图 。 中 间 部 分 的 图 形 ,也 可 以 在 其 它 现象 的 高 次 近 
似 图 形 中 出 现 ,它们 的 实际 效果 是 将 Si(p) 也 成 822(?) 。 我 们 称 
Sr(p) 为 电子 传播 函数 的 零 次 近似 , 称 SP(p) 为 电子 传播 函数 的 
二 次 近似 .而 Sr(?) 则 与 。 无 关 ,2Y2(z) 是。 的 二 次 函数 , 亦 可 将 
Sr(7) 写作 SP(p)。 

为 了 看 清 S92(?) 的 发 散 性 质 ,必须 研究 ZK2(z) 在 严 关 一 到 
时 的 数值 .为 此 ,我 们 可 以 将 cz(p) 展开 成 (5 十 mo) 的 圭 级 数 至 
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二 次 项 。 


了 (pz) =2Op) 15+a=o 十 stm=olip + mo) 


2%(p) 
En 
(2) pe 
不 让 loo 十 mo)? 


比较 (12. 3 一 1 与 (12. 3 一 10) 式 ,并 注意 4 三 5m, 上 式 第 一 项 可 得 
到 
ZO(p) Notm=0 =— i27) 6m 


此 外 ,注意 到 
0 i 并 一 mo 一 ek 1 认 一 一 1 

” (2 开 十 站 于 并 一 (2 可 十 ET 二 Wu) 一 《271 访 十 mo 
即 SF! =i(27) (ip + mo) 


将 这 些 结果 代入 232(z) 的 展开 式 , 可 写成 
ZH(p) =— i(2n)6m + BS7ICP) + S72 (p) 


(12.4— 6) 
其 中 B 和 2Y2(p) 是 待定 系数 。 
下 面 ,我 们 分 别 计算 3 和 Z42(z)。 结 果 表 明 ,B 是 对 数 性 发 散 
的 ,而 392(p) 不 包含 无 穷 大 。 


由 于 bm = 4 利用 (12.3 一 13)、(12. 3 一 10) 式 可 得 
Za(p) + i(27) tm 一 一 到 人 十 mo) 


= 这 (1 一 2) + 2m 
2ez| dk or 人 人 0 


mo(l — 7) 十 2mo 
二 2 [an er — 且 让 人 = 
(12.4 一 7) 
可 将 上 式 改 写 为 
ZH(p) + i(27) 6m 
i i 1 em 
一 (ti 十 mo){ 一 村 2 a TF 
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a 20 a] gz{i 0 一 z) 十 2mo) (7 到 + 一 从) 

(12.4 一 38) 
为 了 将 上 式 右 方 最 后 一 项 中 的 因子 (六 十 mo) 分 出 来 ,可 将 这 一 项 
改 成 另 一 形式 .利用 (12. 3 一 6) 和 (12. 3 一 7) 式 中 8 的 表达 式 可 以 
得 - 


st? 
o { 妇 十 8 入 
(12.4— 9) 


1 1 
(B+ C+ mz): 


9 = miz? + (p? + mb)z(l 一 z)z 
将 (12, 4 一 9) 代 入 (12. 4 一 8), 可 见 (12. 4 一 8) 式 右 方 最 后 一 项 是 收 
但 的 .于 是 可 改变 积分 的 次 序 先 对 d4k 积分 ,并 利用 (12. 3 一 18) 式 
求 得 这 一 项 为 


1 1 jp 
2 z(1 — 7z){ip(1-7) 十 2mo) 
2 吧 | | mi CF + CI-z)z 


(12.4 — 10) 
将 上 式 代入 (12. 4 一 8) ,考虑 到 (zz 十 mi) 一 一 ( 记 十 mo) (ip 一 mo) 可 
得 
ZO(p) + iC2n) ‘Gm = SF1p){— + [a 中 汪 
8r 2m (k2 于 ey 


= A a mo aa 一 2)[ip(1 一 z) 十 2moj ) 


mi (P+ mlz —z)z) 
Ck = 1 
将 上 式 与 (12. 4 一 6) 
ZH) + i(2r) 6m = S71(B 十 S729) 
比较 ,可 见 (12. 4 一 11) 式 中 大 括号 等 于 B 十 S71282 ,而 当 认 一 一 mo 
或 严 = 一 碍 时 ,SF! = 0, 此 时 ,(12.4 一 11) 的 大 括号 就 是 B。 
为 了 计算 B, 我 们 先 计 算 上 式 大 括号 中 的 第 二 项 ,在 对 dz 分 
部 积分 后 ,得 
d(z— 3) 
J er tr = [a 
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lf dt ff x2(2— z) 

-| p+ "el et 

= Dp 十 Bin (12.4 — 12) 
故 大 括号 中 第 二 项 = 一 如 D 一 到 (12.4 — 13) 


又 当 冲 二 一 m 时 (12.4 一 11) 式 右 方 大 括 号 中 的 第 三 项 等 于 


of fi z+ -andz_ oa 
二 ke mz? 3 引 


(12. 4 — 14) 


于 是 B 一 一 太一 让 穴 + 革 124 一 15) 
可 见 B 也 是 对 数 性 发 散 的 ,而 且 B 包 含 荐 二 种 不 同 的 发 散 .D 在 积 
分 的 上 限 发 散 ,而 上 式 中 的 第 二 个 积分 | dz/z 是 积分 的 下 限 发 散 。 
这 二 种 发 散在 物理 上 有 不 同 的 意义 .的 发 散 来 自 大 能 量 的 光子 ， 
故 称 为 紫外 发 散 ; | az/ 的 发 散 来 自 极 小 能 量 的 光子 , 族 称 为 红外 
发 散 .红外 发 散 的 来 源 是 由 于 所 用 的 数学 方法 不 适合 处 理 低能 量 
光子 与 电子 的 相互 作用 ,因为 随 着 光子 的 能 量 o-* 0, 光 子 与 电子 
的 相互 作用 愈 来 全 大 ,所 以 用 微 扰 法 来 处 理 就 不 适合 .以 后 我 们 将 
不 讨论 克服 红外 发 散 困难 的 方法 。 
现在 ,我 们 求 By2(p? 的 表 式 ,为 书写 方便 ,用 记号 {12. 4 一 11) 
表示 (12. 4 一 11) 式 中 大 括号 内 的 函数 .比较 (12. 4 一 6) 和 (12. 4 一 
11) 两 式 有 
S71(B 一 S739) 一 S7i12.4 一 11) 
由 上 式 有 
ZJ =Sr({12.4-11) 一 B) 
一 Sr({12.4-11) — {12. 4-11)15=-w) 
注意 到 {12. 4 一 11} 中 只 有 第 三 项 含 9 故 简化 为 


2 = A Sa sp 
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由 (12. 4-- 14? 各 | 


12. 4-11 af fi zd itz) 
人 } | 到 天 ee mi 
将 上 式 代入 前 式 得 


fi 1 
wml 


[ip(1 — z) + 2mo] 
mz + (p+ mB)z(l 一 x)z 


{一 放 )(3 mo)z(1 一 2) 


} 


4 


a 1 1 
一 Sr( 一 pa 
mlz?(ip 一 mo)z(1 一 z)[ip(l — 7) + 2mo 
mizs [mBz? + (p? 十 mg)z(]1 一 z)z 


2miz(1 — z)(1 十 z)[miz2 十 (到 十 mi)z(1 一 z)z 


aoz(1 一 z)(C1 十 z) 
mz? 


十 miz’[ mbz? + (p? 十 mi)z(l 一 z)z 
上 式 分 子 可 简化 成 
mf? — 2) p+ mo) {po moO) (1 z)[z — 2(1 + z)2] 


十 moz(1 + z)} 
二 人 = 
将 5S, = 7257 全 十) 代入, 最 后 有 
5p(p) = 这 se dz(1 — 4) 


(ip — mo) (1 — z)[z — 2(1 十 直下 十 sl 十 二 
mz? 十 Cp” + mi)z(1 一 z)z 


(12.4 — 16) 
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pa 


区 


可 见 38Y?(p) 中 不 存在 紫外 困难 ,但 存在 着 红外 困难 这 种 红外 困 
难 是 人 为 的 ,在 (12. 4 一 11) 的 右 方 第 三 项 本 来 是 收敛 的 ,后 来 人 
为 地 将 这 一 项 折 成 二 部 分 :一 部 分 归 入 B 的 表 式 中 , 另 一 部 分 归 入 
292《P) 的 表 式 中 ,结果 两 方面 都 产生 了 红外 困难 .假使 不 计 红 外 
困难 , 那 末 ,Zp(p) 则 不 包含 无 穷 大 ,而 也 是 对 数 性 发 散 的 。 
将 (12. 4 一 6) 代 入 (12. 4 一 5) 可 得 
SPp) = (1 + B)Sr(P) + Zp) 
假使 我 们 的 讨论 只 限于 二 次 近似 ,那么 可 将 上 式 改写 为 
SPp) 一 (1 十 B){Sr(D) 十 Zp)) (12.4— 17) 
这 就 是 电子 传播 函数 的 二 次 近似 的 表 式 ,其 中 S,(p) 是 电子 
传播 函数 的 零 级 近似 。 
2. 外 电子 线 的 电子 自 能 部 分 
电子 自 能 部 分 对 外 电子 线 也 能 产生 修正 的 影响 .我们 知道 ,在 
动量 表象 中 外 部 电子 线 由 波 函 数 u《p) 或 a(p) 代 表 . 不 难看 出 , 电 
子 自 能 部 分 将 代表 外 电子 线 的 波 函 数 修正 为 
up) =u(p) + Sr(p) {ZOp) + i27) Gm}u(p) } 
uDp) =u(p) + up) {ZHp) + i(2n) 6m} Sr(p) 
(12.4 一 18) 
以 2(p) 十 i27)16m 一 BSr- 十 8372292 代入 上 式 , 由 于 
SFlI(p)x(p) =0, ap)Szrl(p) 一 0 
于 是 (12. 4 一 18) 式 可 写 为 
up) =u(p) + BSr(p)S7'(p) up) 
uD (pg) =u(p) + Bu(p)S7'(p)Sr(p) 
上 式 的 右 方 是 不 定 的 ,因为 假使 S71(p) 先 作用 在 波 函数 上 ， 
就 得 


}a24 3) 


2p) =up) wlp)=up) (12.4— 20) 
假使 S71(p) 先 作用 在 S;(y) 上 , 则 得 
udp) = (1+Bup) 2w2(p) 一 (1 十 B)x2(Cp) 
(12.4 一 21) 
为 了 确定 电子 自 能 部 分 到 底 应 该 怎样 修改 波 函 数 a(z) 和 zx(z) ,我 
256 


们 作 如 下 的 物理 考虑 :一 个 电子 前 后 参加 二 个 过 程 , 当 它 结束 第 一 
过 程 但 还 没有 进入 第 二 过 程 时 可 用 第 一 过 程 的 射出 电子 线 来 代 
表 , 也 可 以 用 第 二 过 程 的 射 入 电子 线 来 代表 ;但 当 将 二 个 过 程 当 作 
一 个 总 过 程 看 , 则 这 个 电子 就 由 一 条 内 电子 线 来 代表 ,而 它 的 两 端 
就 是 前 面 的 二 条 外 电子 线 。 因 此 电子 自 能 部 分 对 这 二 条 外 电子 线 
的 波 函 数 的 修正 影响 应 该 和 对 一 条 内 电子 线 的 电子 传播 函数 的 影 
响 相 当 。 考 虑 到 这 条 内 电子 线 实 际 上 代表 着 自由 电子 ,因此 有 

uC)(P) = ep, 

uD(p) = VI Bu(p) 
也 就 是 说 应 该 取 (12. 4 一 20) 和 (12. 4 一 21) 的 几何 平均 值 ,(12. 4 一 
22) 式 有 时 称 为 波 函数 重 整 化 。 

3. 电 荷 重 整 化 

以 上 的 讨论 指出 电子 自 能 部 分 对 内 电子 线 或 外 电子 线 都 作 了 
无 穷 大 的 修正 ,现在 来 研究 这 种 修正 在 物理 上 所 代表 的 意义 。 可 以 
看 出 ,电子 自 能 部 分 对 8 矩阵 元 的 修正 可 归纳 为 : 

(1) 用 8 纪 (z) = (1 十 B){Sr(p) 十 Z 人 (7)) 代替 Si(p) 去 代表 
内 电子 线 。 

《2) 用 wp) = MIT 十 Babp) 和 wp) 二 MI 十 司 (p) 分 别 代 
替 u(p) 和 Cp) 去 代替 外 电子 线 。 

我 们 也 可 以 改 用 另 一 种 方式 来 表达 这 种 修正 : 

(1D) 用 S 多 (p) = Sy(p) + ZI (7) (12.4 — 23) 
代替 Sr(z) 去 反映 内 电子 线 , 外 电子 线 则 仍然 用 x(p) 或 4(7) 代 
表 ， 

《2) 此 外 ,每 一 条 外 电子 线 还 贡献 一 个 因子 M1 十 B。 

设 某 一 费 曼 图 一 共有 条 内 电子 线 和 8, 条 外 电子 线 , 并 有 
个 项 角 , 则 


(12 4—22) 


BE, 
za 一 羽 十 郊 


令 电子 自 能 部 分 的 作用 除了 将 &(z) 换 为 8 名 (z) 之 外 还 对 S 
和 矩阵 添上 一 个 因子 
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(1 十 B) 对 和 一 (1 十 BB) (12. 4 — 24) 
但 与 这 图 形 相应 的 S 矩阵 元 前 面 必定 有 一 个 因子 e, 将 上 式 和 ee 
合并 起 来 就 等 于 以 
a=(l+Be | (12.4 — 25) 
去 代替 e, 因 此 电子 自 能 部 分 的 一 部 分 作用 是 使 电子 的 电荷 发 生 
改变 ie=Be。 但 实验 所 观察 到 的 电子 电荷 应 该 不 是 固有 电荷 e 而 
是 e1, 这 样 ,我 们 可 以 将 电子 自 能 部 分 所 产生 的 无 穷 大 的 电荷 划 入 
实验 所 观察 到 的 电荷 之 内 ,这 一 重新 定义 电荷 的 过 程 叫做 “电荷 重 
整 化 ”。 
经 过 电荷 重 整 化 以 后 ,由 于 电子 自 能 部 分 所 导致 的 无 穷 大 就 
全 部 消去 ,而 留 下 的 只 有 以 
Sp) 一 Sr(P) 十 Zp) (12.4 一 26) 
去 代替 Si(p), 它 对 8 矩阵 元 的 修正 是 一 微小 的 有 限 数 值 ,这 种 有 
限 的 修正 称 为 辐射 修正 。 
综合 上 面 结 果 , 可 以 看 到 :由 于 考虑 电子 自 能 所 引起 的 发 散 ， 
可 通过 下 面 重 整 化 消除 ,而 留 下 有 限 辐射 修正 (至 二 次 近似 ) 
(1) 质 量 重 整 化 m -> mo = mn 十 6m( 有 限 的 观察 质量 mo) 
(2) 电 荷 重 整 化 e。 一 el = (1 十 B)e( 有 限 的 观察 电荷 e1)。 
(3) 传 播 函数 有 限 修正 S; -> 8 和 = Sr 十 32202382 是 有 限 修 
正 )。 


8 12.5 真空 极 化 


1. 真空 极 化 所 产生 的 发 散 
最 简单 的 光子 自 能 图 形 如 图 12 一 8a 所 示 , 它 是 由 电磁 场 的 作 
用 而 产生 虚 的 正 负电 子 对 ,随即 又 消灭 掉 .在 一 般 情况 下 ,如 果 有 
外 电磁 场 存 在 时 ,这 种 虚 的 正 负 电子 对 被 极 化 ,很 象 电 介质 受 外 电 
场 的 作用 产生 极 化 一 样 。 由 于 这 个 原因 ,图 形 a 也 常常 称 为 真空 极 
化 图 形 ,这 种 图 形 也 可 以 作为 较 复 杂 图 形 的 一 部 分 而 出 现 , 如 图 12 
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一 De5 | v 
先 讨论 最 简单 的 单 OO 
个 光子 的 问题 .5 矩阵 -OO- 
对 这 一 现象 的 最 低 次 近 So 
似 的 贡献 由 So 作出 ， 
在 图 形 中 只 有 一 条 光子 


线 , 下 一 次 近似 的 贡献 由 SS 作出 , 它 的 作用 如 图 12 一 8as 引进 符 
号 a 和 a 


图 12 一 8 


PE | 可 十 过 时 
: a Ez 2 5 
那么 与 图 a 相应 的 矩阵 元 是 


fs >=e(2n) dtp dp (一 1)Sp{azSy(p' J)arSs(p" )} 


6+ pop — ph) (12.5— 1) 
将 其 中 一 个 5 函数 积分 后 ,上 式 可 写作 : 
<fIsHi>= 6 一 k)a Yk)a, (12.5— 2) 
其 中 m2 = ola asp 归于 加, 人 一 扣 寺 加 
(12.5 — 3) 
可 以 看 出 上 式 的 积分 是 二 次 性 发 散 的 。 
其 次 ,我 们 讨论 内 光子 线 包 含 真空 极 化 部 分 的 情形 .例如 图 12 
一 9a 反映 电子 相互 散射 的 最 低 次 近似 之 一 ,图 b 则 反映 图 a 现象 
的 较 高 近似 之 一 。 


Pr 
Pp be 及 人 
SR 点 全 
pp ky hp 人 
n mn n Li 家 
a) b) 


图 12 一 9 
与 图 a 相应 的 $ 矩阵 元 是 
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FSON>=e(2n) dkuyamd Dr Euyaz 


"6(CP — ko pa)d(ps 十 天 一 p) 
(12.5— 4) 
与 图 b 相应 的 矩阵 元 ,可 写成 如 下 形式 : 
< F180 > = em atisym DK) EC DC ys 
“on—k— ppt ip) (12.5 一 5) 
因此 ,图 a 和 图 b 的 贡献 的 和 就 是 
二 71S8@ 十 Si =e27) | artisysa Dg iy 


“6(P — pO— ko pz — pe) 
其 中 DK) 一 6vDr(k) 十 DrIT (Ek) DiC) 
(12.5 — 6) 

比较 可 见 ,如 果 用 28Y2(b) 代替 (12. 5 一 4) 中 的 gpDr(Cb) , 则 
可 得 到 (12. 5 一 6) 式 。 这 就 是 说 ,真空 极 化 部 分 的 作用 就 是 代表 内 
光子 线 的 函数 beDr(b) 修改 成 为 D 史 (x) ,这 两 个 函数 分 别称 为 光子 
传播 函数 的 零 次 近似 和 二 次 近似 ,由 于 了 2 包含 无 穷 大 ,那么 D2 
也 必然 包含 无 穷 大 。 

2. 真 空 极 化 所 产生 的 电流 : 

在 讨论 真空 极 化 带 给 8 矩阵 的 无 穷 大 之 前 ,我 们 研究 一 下 由 
外 电磁 场 mw 所 产生 的 真空 极 化 电流 及 其 3 
所 满足 的 条 件 。 设 ia. 是 由 真空 极 化 所 产 OE 
生 的 附加 电磁 场 , 并 以 op 代表 修改 以 ”“` 启 
后 反映 外 电磁 场 的 因子 ,那么 按照 图 12 
一 10 就 有 图 12 一 10 


a? = qs ba, 
及 da 一 一 en laty dtpr dtk’ 
* Dy(K )Sp{ yrSr Cp yrSr Pp" )}a,(k) 
6K) +p pp) (12.5—7) 
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利用 (12. 5 一 3) 式 可 将 上 式 写 为 


6a,(k) 一 一 Ty 。 去 9 (kas) (12.5— 8) 
另 一 方面 ,麦克 斯 韦 方程 口 4, = 一 J 在 动量 表象 中 表示 为 
J,(k) = Ka,(k) (12.5 — 9) 
从 (12. 5 一 8)、(12.5 一 9) 两 式 可 求 得 真空 极 化 电荷 电流 密度 为 
6J,(k) 一 一 C27 Ca,k) (12.5 一 10) 
真空 极 化 电荷 必须 满足 电荷 守恒 定律 * 茸 动量 表象 ) 
kJ,(k) 一 0 (12.5 一 11) 
因 比 2 多 必须 满足 (不 论 a,(*) 取 任何 数值 ) 
kNYK) = 0 (12.5 一 12) 
3. 无 穷 大 的 分 割 


电磁 相互 作用 的 规范 不 变性 导致 电荷 守恒 定律 ,因此 要 求 
8 满足 条 件 (12. 5 一 12)。 另 一 方面 ,从 (12.5 一 2) 式 可 以 看 出 、 
8 在 罗 仑 效 变 换 中 应 该 象 一 个 二 级 张 量 , 因 为 8 矩阵 元 是 罗 仑 
效 不 变 的 ,而 om 又 是 一 个 二 级 张 量 . 因 此 从 (12. 5 一 3) 式 看 ,172 
只 能 具有 如 下 形式 : 
Hk) = kAQK) 十 dsP(k?) (12.5 一 1? 
以 (12. 5 一 13) 代 入 (12. 5 一 12) 可 得 
”be(B) 十 P(E)=0 (12.5 -- 14) 
由 (12.5 一 13)、(12. 5 一 14) 可 得 
DEE) = (hk, 一 Kb) Qk?) (12.5-- 15) 
由 上 式 可 得 
DIK) 一 一 3HOCP) (12.5 一 16) 
由 (12. 5 一 3) 得 
180 = let apt 号 二 下 二 时 
(12.5— 16" ) 
我 们 首先 求 1 铝 (0). 当 + 一 0 时 ,由 上 式 可 得 (应 用 公式 y,Ay， 
= 一 24 和 Y= 44) 
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— 28 — 4mo) (p — mo)) 
(P+ md) 


£20) ejatpsptt 

到 十 2m$ 
"(FH ms 
上 式 右 方 随 著 积分 极限 趋 于 无 穷 大 可 能 是 二 次 性 发 散 , 但 是 规范 
不 变性 要 求 


=8e:|at (12.5— 17) 


了 2(0) 一 0 (12.5 一 18) 
这 样 (12. 5 一 17)、(12. 5 一 18) 之 间 发 生 矛 盾 。 其 实 , 因 (12. 5 一 17) 
式 的 积分 是 发 散 的 ,因此 ,假使 z 的 四 个 积分 极限 趋 于 无 穷 大 的 
方式 不 同 , 则 所 得 到 的 结果 可 以 完全 不 同 。 正 确 的 计算 方法 应 该 先 
取 p, 的 积分 极限 趋 于 无 穷 大 的 适当 方式 ,使 (12. 5 一 18) 式 得 到 满 
足 , 以 保证 理论 的 规范 不 变性 和 内 在 的 一 致 性 .因此 ,我 们 利用 
(12. 5 一 17), 可 将 8(4) 的 表 式 写作 


2 一 (pk) 十 2m$ 
ID = fap tr Bt 


-二 (12.5 — 19) 


为 了 集中 极点 ,可 利用 费 曼 公式 ,将 上 式 改 写 。 利 用 公式 (12. 3 
一 5) 可 将 上 式 右 方 第 一 项 改写 成 


lL + 2mi — (pk) 
ae|eoj| G— 好) 十 


经 一 到 十 tz(l 一 z) 
将 上 式 代 换 (12. 5 一 19) 中 第 一 项 ,所 得 结果 再 利用 公式 (12. 4 一 
8) ,得 到 


D8) =8e ar 十 2m 一 Cb)| az A 
FP =m 十 kzz(l 一 zz) 
为 化 简 上 式 , 令 y == zz.dy = zdz, 那 么 对 dz 积分 后 上 式 变 成 
< 
ng = 160 lafard 一 站 [E+ PE 2 
(12.5 — 20) 
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p= mt ty —y) 
为 了 积分 方便 ,可 移动 对 dtp 积分 的 原点 .由 于 上 式 只 有 分 子 中 下 
斑 的 项 是 线性 发 散 , 积 分 原点 移动 后 ,积分 值 略 有 改变 ,而 其 它 各 
项 对 数 性 发 散 ,移动 积分 原点 ,不 改变 积分 的 数值 .因此 , 当 积 分 原 
点 移动 时 ,上 式 积分 数值 的 改变 与 下 式 
， 一 切 ? 十 中 2(pb) 
lca sar-s) re 
. ) (pt) 
= 320 a or re i 
在 移动 积分 原点 时 数值 的 改变 相等 ,利用 (12. 5 一 8) 式 可 得 到 , 当 
7 一 yp 时 ,上 式 数 值 的 改变 为 


32e?| ay(1 = y= Enkiy) = 一 Bo2n2p2 
0 2 3 
因此 ,可 将 (12. 5 一 20) 写 成 
QU— DE 
0) =— ie + 16e ap oy ¢ 个 二 全 上 
(S65 — 21) 


R= [p+ ky)? 一 (p+ ky)k + 2m8J[2Cp 十 ty) 一 克 ] 
考虑 到 (12. 5 一 21) 积 分 的 对 称 性 ,R 中 ?的 奇 次 项 的 积分 为 零 , 故 略 
去 R 中 4p 的 奇 次 项 .(12. 5 一 20 中 的 及 可 用 R' 代替， 

一 〈2y 一 1)[2Cpt)2 十 PR 十 -Ry(y — 1) 二 2mék*] 
再 考虑 (12. 5 一 21) 式 中 积分 的 对 称 性 ,可 进一步 将 BR 中 的 (pb 
= pp 用 了 pxz 来 代替 .这 可 从 下 面 展开 式 中 看 出 
(pk)? = pksph, 

= pih 十 pzkz 十 paks 十 pAks) Cpiki 十 pakz 十 paks 十 pks) 

= (pi 十 开 十 2V4 十 PH) 十 (ps 的 奇 次 项 ) 
考虑 到 积分 的 对 称 性 ,px 的 奇 次 项 贡献 为 零 . 同 时 注意 到 用 一 下 十 
下 十 再 十 下 以 及 户 、maPasP 在 积分 中 的 等 价 地 位 , 故 可 用 村 PP 代 
替 (ph)?. 于 是 R 可 改写 成 
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Br = (2 一 DELSp + wyy 一 D 十 2m] 
(12.5 一 22) 
另外 ， DFICGE) = 5(2m)42 (12.5 一 23) 
利用 上 面 两 式 , 可 将 (12. 5 一 21) 写 成 
2a 4iaf uf 
DB CD =D7O) {一 如 一 fatrJ ard — 2y— 1) 


Fr + yy — D + 2n 
(P+ 
从 (12. 5 一 16) 式 看 出 可 以 将 TB(b) 展 成 为 下 的 客 级 数 , 亦 即 
D71(Cb 一 红 2m) 姑 的 圭 级 数 。 由 于 (12. 5 一 18) 式 展 开 后 的 常数 项 
必 等 于 零 ,因此 可 以 假定 
TB (Cb =3{0 * Dik) + HP FE) DFP) DF ER)) 


(12.5 — 24) 


=DAM{3C + 3 (R)Dr (CE)) (12. 5 — 25) 
其 中 3 是 为 了 以 后 方便 计算 而 引入 的 。 
比较 上 面 两 式 ,可 求 得 C 和 了 多 (k)。 当 如 二 0 时, (12. 5 一 24) 
式 大 括号 中 的 表 式 就 等 于 3C, 故 有 
3 = 一 至- 仅 |eojsa -way -DD 人 
(12.5 一 27) 


对 dy 进行 积分 ,并 将 上 式 第 二 项 的 分 子 改写 为 
号 十 2 一 到 (十 mB) 十 去 《012.5 一 28) 
由 (12. 3 一 15) 和 (12. 3 一 17) 有 


p A? 
/sm 和 | 亚 泡 
(12.5 一 29) 
将 土 面 两 式 代入 (12. 5 一 27) ,得 到 
a 5 呈 
C= 0+) (12.5 — 30) 
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这 是 一 个 对 数 性 发 散 量 , 它 的 表 式 见 (12. 3 一 16) 。 
由 (121. 5 一 25) 可 解 出 D9P(P) 
3DF1 C0) DPF) = 有 TI2 一 3C 
将 (12. 5 一 24) 的 DT2 和 (12. 5 一 27) 的 3C 表 式 代入 上 式 得 


二 4 


3D71() IP) = oo | aa 一 六 (2 一 1D 


Br + D+ md Bp 2 


TD 
(12.5— 31) 

apt P+m 有 aa 一 6= 区 (一作 
用 公式 雯 一 让 一 仆 [aes 全 和 历 : = (27 亿 风 


由 (12. 5 一 8D 可 衬 
DPCP) = ?J ey- yl — Wi(2y — 1) 


Ft | 
(12. 5 — 32) 
=m + kiyz(l1 — y) 
利用 附录 y 中 公式 (9) 
DO) 1 (一 1)1(a 一 am 一 1)! 
TA 一 Cs— 1)! 
将 (12..5 一 3) 对 dtp 积分 后 得 
0200 = as] dy #61 — G29 — D 信 + 人 十 2 ) 
(12.5 — 33) 
再 对 dz 积分 得 
20D = Bs dD — DOF + BncE)) 
(12. 5 — 34) 


将 上 式 第 二 项 进行 分 部 积分 ,并 利用 dP = E1 一 2y)dy, 可 以 得 到 
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3 CE 
请 | Din = 六 hin 名 (一 Sr +39) 


= Sn + By — jlo 

二 全 3 十 3y = an 
=3 (2 — De Fr + By ~ Bay 
=|ew 一 Day( 一 PH+ 3 一 D 言 
将 上 式 代入 (12. 5 一 34) 与 其 中 第 一 项 合并 后 得 


DPCD = 下 | ac — Da[G 一 祝 一 3 十 3 一 口 二 


= eae 一 3) 言 
= 这 js a a 
3(27)° 1 十 kiy(1-y) 

上 式 的 数值 是 有 限 的 ,对 dy 积分 后 得 到 928?) 的 显示 式 。 

4. 光 子 传播 函数 的 二 次 近似 

可 以 证 明 , (12. 5 一 15) 式 右 方 与 4h, 成 比例 的 一 项 对 8 和 矩阵 无 
贡献 .为 了 简单 起 见 ,我 们 只 证 明代 表 真 空 极 化 的 图 12 一 7a 是 处 
于 外 光子 线 上 的 情况 。 

根据 (12. 5 一 8) 和 (12. 5 一 15) 式 

6a, = Dr (KOK) Kk, — ke6)a(k) 
考虑 到 动量 表象 中 的 洛 仑 效 条 件 ka, = 0, 可 见 与 ,成 比例 的 一 
项 对 于 8 矩阵 元 不 作 贡 献 ,这 个 结论 也 适用 于 真空 极 化 图 形 处 在 
内 光子 线 的 情形 .于 是 可 将 (12, 5 一 15) 式 写 为 
TID (kK) =— 2O(CE2) (12.5 — 36) 
从 (12. 5 一 16)、(12. 5 一 25) 和 上 上 式 可 得 
DIY(R = {CDF(R) + P(E) DF?E)) 


(12.5 一 35) 


《12.5 — 37) 


将 上 式 代入 (12. 5 一 6) 式 得 
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DK) = 6-(1 十 CODE) 十 pI (EY) 
(12.5 — 38) 
因为 我 们 的 讨论 只 限于 二 次 近似 , 故 可 将 上 式 改写 为 
DE) 一 6-(1 十 CD{DrGbD + 1)} 
(12.5 一 39) 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 光子 传播 函数 的 二 次 近似 的 表 式 。 
根据 (12.5 一 8) 和 (12. 5 一 37) 式 ,并 考虑 到 对 于 自由 光子 有 大 
三 0, 立即 可 得 真空 极 化 对 外 光子 线 的 影响 是 将 av(b 修 改 为 
aP (k) = qk) + CDr(k) DF (kak) 
(12. 5 — 40) 
上 式 的 表示 是 不 定 的 ,假使 D7!(%) 先 作用 于 a,(x) 上 得 
ac22(k) = as(k) 
假使 D71(t) 先 作 用 于 Dr(*) 就 得 
a Kk) = (1 十 C)a,lk) 
类 似 电子 线 的 情况 ,a2? (4) 应 该 取 上 二 式 的 几何 平均 值 
a (KF) = MT+ Ca (12.5 一 41) 
5. 真空 极 化 导致 的 电荷 重 整 化 
由 于 C 是 对 数 性 发 散 的 ,使 得 真空 极 化 带 给 8 矩阵 元 无 穷 大 
的 修正 可 归结 为 : 
(2D 以 
DBE) = Ds) + TP (12.5 — 42) 
代替 Dr(k) 去 反映 内 光子 线 ,外 光子 线 仍 以 a,(k) 去 反映 ; 
(2) 此 外 ,每 一 条 内 光子 线 贡献 一 个 因子 (1 十 0) ,每 一 条 外 光 
子 线 贡 献 一 个 因子 VI 十 6， 
今 设 费 曼 图 有 个 顶 角 、P; 条 内 光子 线 和 P, 条 外 光子 线 , 则 有 
28 十 只 一 %, 而 3 矩阵 元 的 表示 中 必定 有 一 个 因子 e。 此 外 ,由 于 真 
空 板 化 的 第 二 部 分 效应 ,内 外 光子 线 合 并 起 来 贡献 一 个 因子 : 
GE 二 OE + 
因此 把 这 个 因子 和 e 合并 起 来 也 就 等 于 以 
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ez 一 /1T+TCe (12.5 一 43) 
去 代替 。。 假 使 令 e* 取 电子 电荷 的 有 限 的 实验 数值 , 那 末 就 可 消去 
真空 极 化 导致 的 无 穷 大 。 经 过 电荷 重 整 化 后 只 留 下 (12. 5 一 42) 式 
中 的 D2 (4) 去 代替 8 矩阵 元 中 的 Pr(b 修 正 . 这 种 修正 称 为 真空 极 
化 导致 的 辐射 修正 , 它 常常 是 微小 的 数值 。 


3812.6 项 角 部 分 


1, 顶 角 函数 的 二 次 近似 

在 S 和 矩阵 中 常见 的 项 角 部 
分 如 图 12 一 1la 所 示 , 物 理 上 
代表 电子 为 电磁 场所 散射 ,这 
一 现象 的 下 一 次 近似 可 用 图 b 
代表 ,与 图 a 相应 的 矩阵 元 是 图 12 一 11 


<FISVi>= hp) [~ em(2r) 妇 (ps ~- pi — hk)] + ulp)t) 
(12.6— 1) 
与 图 b 相应 的 矩阵 元 也 可 表示 为 
<IlsV|i>=— e(2n)‘6(ps — ph — hh) 
* Ua(p2) ASS py pe) um Cp1)as (ki) 


(12.6 一 2) 
其 中 
ie? fd 外 ilpe —%)— mo iD 一 划一 
人 42 p72) 一 el EE 
(12.6 一 3) 


因此 图 b 对 8 矩阵 元 的 贡献 就 相当 于 将 代表 项 角 的 六 加 以 修正 ， 
即 以 
TO (p182) = ys + As® (p12) (12.6 一 4) 
代替 mm。 由 (12.6 一 3) 式 可 以 看 出 42(ppz) 是 对 数 性 发 散 的 。 由 
于 图 b 也 可 以 出 现在 一 个 更 复杂 的 图 形 中 成 为 其 中 一 部 分 ,因此 ， 
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有 必要 对 422(pl,pz) 的 发 散 性 质 进一步 研究 ,并 把 其 中 的 无 穷 大 分 
割 出 来 .为 此 ,我 们 可 上 几 类 似 处 理 电子 自 能 的 方法 进行 。 
由 (11. 3 一 7) 和 (11. 3 一 8) 可 得 y 和 矩阵 的 如 下 公式 : 


yy 一 一 2y,» 
yAyyy, = yyray = 4h, | (12.6 一 5) 
yAy,By, 一 一 2By,A 
利用 上 式 将 (12. 6 一 3) 中 422(P,pz) 的 分 子 简化 , 即 
[Pa 一介 — molyLilg 一 人 一 me] 
=— ypz — yl 一 Ey, 一 imoy, (pz 一 从 por 
一 imoysy,P 一 Py, 十 miy,ysy, 
一 2[(P — hy,Cp2 一 让 一 Zimolpys + po, — 2k,) — ny,] 
(12.6— 6) 

利用 费 晶 公式 (12. 3 一 5) ,可 将 4 人 ?积分 号 内 的 分 母 改写 , 令 

al = (pC— k++m, as 一 KP 一 有 2 十 mi a=k 
则 


1 pe a 1 
Fe re Djeje 


1 
“Tp DT my + Lp + mz —y) + RO ~ 7) 
(12.6 一 7) 
注意 到 氏 = 关 == 一 m?. 相 二 0 和 ps 一 pi 二 ,上 式 分 母 中 大 括号 等 
所 
2(p 一 ?2) 归 一 2Plkz 十 刀 (12.6 一 8) 
可 以 直接 展开 验证 恒等式 
2(m 一 phy — 2ptz+ he = [tm pz— hy)’ t+ gq] 
q: = mz pfz + hlpi tt pa)y 一 (by 十 Pz)2 
. (12.6— 9) 
将 (12.6 一 6) 一 (12. 6 一 9) 等 关系 式 代入 (12.6 一 3) 中 得 


(2) ie? [0 [asf 
As? (p1572) =- 交 | +] gs ay 
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,Bo yp — Hb) — 2imolpy 十 pz 一 25) — miy, 
{FCO— pz — ky)’ + q) 


(12.6 一 10) 
为 了 化 简 上 式 , 可 移动 积分 原点 。 由 于 上 式 积分 是 对 数 性 发 
散 ,移动 积分 原点 不 改变 积分 的 数值 ,于 是 当 一 4 十 Pz 十 bz 时， 
上 式 变 成 
A2 (p172) 一 a cs (12.6 一 11) 
了 一 [1 一 z) 一 和 一 站 jp( 天 一 pz 一 各 一 人 一 mo 
一 Zimo(pin 十 pz 一 2pz 一 2b0 一 2ko) 
由 于 对 d4 积分 的 对 称 性 ,T 中 上 的 奇 次 项 对 积分 的 贡献 等 于 零 ， 
可 以 略 去 ,而 始 , 既 \ 夺 和 苔 对 积分 的 贡献 相当 于 二 对 积分 的 贡献 。 
再 利用 关系 式 xm 一 一 2y,,7T 可 换 成 7 


Rs 1 
于 一 [PCL 一 2 一 名 ya 一 Pz 一 入 1 一 本 2 一 my 


一 2imo(pis 十 pz 一 2pxz 一 2kiy) (12.6 一 12) 
其 中 利用 了 下 列 关系 式 
和 不 一 be,(26,, — YY ) = 2 趟 ,一 Fy, 

由 于 2 处 ,一 2byzko, 当 2 天 时 心 为 奇数 ,对 积分 没有 贡献 ,可 
路 去 ,而 只 留 p= 4 的 项 ,因此 ,2 及 ,对 积分 的 贡献 相当 于 2k2y,(4 不 
取 和 ) 对 积分 的 贡献 ,而 如 下 对 积分 的 贡献 相当 于 一 去 tv 对 积分 
的 贡献 。 

我 们 先 讨论 一 个 电子 通过 电磁 场 但 没有 被 电磁 场 散射 的 情 
况 ,这 时 有 

n==? 
hh=p—n=0 (12.6 一 13) 
这 种 情况 下 ,7' 简化 为 
2 一 (1 一 2)2py,p 一 eey 一 miy, 
一 2imo(1 一 z)[y,,7]+ (12.6 一 14) 
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从 (12. 6 一 2) 可 看 出 ,422(P,p) 一 方面 向 右 作 用 于 x(p)，, 另 一 方面 ， 
又 向 左 作用 于 zx(z) ,利用 

(p+ mo)x(p) = 0 和 ap)( 记 十 mo) 一 0 
将 (12.6 一 14) 中 的 ?用 im 代替 ,可 得 


T' = y,[mi(2— 2z 一 DD) 总 去 Ge 十 wz9] 


(12.6 一 15) 
同时 % 简 化 为 
22 = miz? (12.6 一 16) 
将 T'.q? 代 入 (12.6 一 11) 式 (T ==7') 得 
A (pp) = Ly, (12,5 — 17) 


[mi(2 一 2z 一 3) 3 px 十 miz2) 1 
= 称 |a 
其 让 中 ef (到 十 wm 


本 mi(4 一 4z 一 zz 1 
= 芭 |oo[ 77 [Oo CE mi) (下 十 i] 


(12.6 一 18) 
上 式 第 二 项 是 一 个 对 数 性 发 散 积 分 ,可 利用 对 dz 的 分 部 积分 得 
1 zdz 站 1 平 上 2xnizsdz 
0 (2 十 mi)? 2 (要 十 和 mn 和 z2) 0 (PR 十 mgz2)3 
(12.6 一 19) 


将 上 式 代 入 (12. 人 
m§(4 一 4z 一 3z2) 
2 人 P+ Sa Fg (k2 十 mn 和 z2)3 


(12.6 一 20) 
因 上 式 是 收敛 积分 ,可 对 调 积分 顺序 , 先 对 d4 积分 。. 利 用 (12. 3 一 
18) ,上 式 第 二 项 写成 


ia 1 mi(4— dz— 3z) _ idz _ 11 
3 一 一 放 [ 外 ,二 一 喜 ] 
将 上 式 代 入 (12. 6 一 20) 得 
a 1dz 11 
z= 名 0 一 个 旦 + 沪 (12.6 一 21) 
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可 见 ,包含 的 无 穷 大 分 为 两 部 分 :其 一 是 D, 随 的 积分 上 限 趋 
于 无 穷 大 的 对 数 性 紫外 发 散 , 它 是 来 源 于 场 的 无 穷 多 自由 度 ; 另 一 
部 分 是 上 式 的 第 二 项 , 随 z 的 下 限 趋 于 零 而 对 数 性 红外 发 散 , 它 是 
由 于 计算 方法 不 恰当 而 导致 的 ,不 是 基本 困难 。 
所 以 ,对 上 述 电 子 通过 电磁 场 而 未 被 散射 的 简单 情况 ,其 图 12 
一 10b 顶 角 部 分 的 作用 归结 为 以 (1 十 世 )y, 代替 y,, 即 以 
一 (1 十 Dey,(27)'6( >)7) (12.6 一 22) 
代替 一 eyw(2z)46( 》)?) 反 映 费 曼 图 中 的 顶 角 部 分 。 或 者 归结 为 用 
重 整 化 后 的 电荷 
es 一 (] 十 了 Z)e (12.6 一 23) 
代 原 来 电荷 e. 经 过 电荷 重 整 化 后 ,上 述 简单 物理 现象 便 不 得 包含 
无 穷 大 了 。 
下 面 我 们 讨论 一 般 情况 , 即 图 12 一 10b 作为 更 复杂 图 形 的 一 
部 分 而 出 现时 所 导致 的 结果 .这 时 ?未 必 能 用 tme 代替 , 因而 
42 (zyp?a) 也 未 必 等 于 Ly,。 我 们 令 
AD p15) =Lys 十 AD p172) (12.6— 24) 
即 ABPlpip) =APp19p) — Ly (12.6 一 25) 
由 (12. 6 一 18) 式 有 


1 2 
ie? 1 mi(2— 27— 7)— 3k 
= 杯 a | —0r 
将 上 式 代入 前 式 , 并 用 (12. 6 一 11)、(12. 6 一 12) 得 
_ie’ 1 fe 
A lp1,72) = | ss 


2 
y[mi(2 一 2 一 2 一 与 ] 


T 
{Fa CF 

(12.6 — 26) 

到 由 (12.6 一 12) 表 示 ,q? 由 (12.6 一 9) 表示 .可 将 4 (pi,za) 写 成 

4B(ppz) 一 和 十? (12.6 一 27) 


其 中 
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2 
[fi 了 yi(2 2 2) 
0 -各 对 sj et TF) 
(12.6 一 28) 


en 2 1 
工 一 [Pi(1 一 z) 一 各 (ze — Pir — by) + Fy, 


ee 一 2imolpis 十 pz 一 2puz 十 28y) 
= 和 | 
(12.6 一 29) 
利用 (12. 6 一 6) 可 将 上 式 改 写成 
h =- 襄 ds| ao。 dz 
yl 一 5) 十 piz 二 hp py — (ky Piz)? 
4k 十 -zm$z? 十 942(] 一 2))3 


(12.6 — 30) 
可 见 h 和 和 对 d4 的 积分 都 是 收敛 的 ,因此 4 多 (pi1,7:) 对 d4 的 积 
分 是 收敛 的 , 它 除 包 含 红 外 发 散 外 ,不 再 含有 其 它 无 穷 大 。 
2. 顶 角 部 分 所 导致 的 电荷 重 整 化 
将 (12. 6 一 24) 代 入 (12. 6 一 4) 得 到 
7F2(ppa) = (1++ Dy, + A p172) (12.6 一 31) 
可 见 , 在 一 般 情况 下 , 顶 角 部 分 的 作用 在 于 将 8 矩阵 元 中 的 项 角 因 
子 儿 用 TI2《pi,P2) 来 代替 。 l 
假使 讨论 的 只 限于 二 次 近似 , 则 可 以 将 上 式 写 为 
TW (pp2) = (1 + LL){y, + Pp1,p2)) 
(12.6 一 32) 
上 式 中 的 无 穷 大 常数 工 可 用 电荷 重 整 化 将 它 分 开 出 去 ,因此 
上 述 的 顶 角 部 分 对 于 S 矩阵 元 的 修正 可 以 归结 为 
DA 
TR (p12) = y+ A (p172) (12.6 一 33) 
去 代替 8 矩阵 中 反映 顶 角 的 因子 2%; 
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(DU 
es= (1 十 Z)e (12.6 一 34) 
去 代替 $ 和 矩阵 元 中 的 因 有 电荷 e, 并 令 es 等 于 实验 观察 到 的 电子 电 
荷 .这 样 经 过 电荷 重 鸥 化 以 后 项 角 部 分 对 8 矩阵 的 无 穷 大 贡献 就 
被 消去 ,只 留 下 包含 在 (12.6 -- 33) 式 中 的 有 限 修正 42(Pi,pP), 这 
种 修正 时 做 项 角 部 分 带 来 的 往 射 修正 ,常常 是 微小 的 。 
3. 小 结 
在 以 上 诸 节 ,我 们 讨论 了 二 次 近似 的 辐射 修正 ,所 得 到 的 结果 
精确 到 与 e: 成 比例 的 项 。 该 方法 可 归纳 为 二 部 分 : 
(以 SP22(p》 代替 Ss(p) 反映 内 电子 线 , 以 D89.(#) 代 夫 Dy (x) 
反映 内 光子 线 , 以 F2(Cp ,ps) 代替 % 反映 顶 角 
《2) 以 mo = m 十 gm 代替 各, 以 
eo 一 (1 十 B)~[I 十 CQ 十 Ze (12.6— 35) 
代替 。, 并 令 3 和 矩阵 元 中 的 mo 和 eo 等 于 有 限 的 实验 数值 .经 过 重 整 
化 后 ,由 电子 自 能 部 分 ,真空 极 化 部 分 和 项 角 部 分 所 带 来 的 无 穷 大 
就 全 部 消去 , 留 下 的 只 是 微小 的 辐射 修正 。 
由 于 8、.C 工 者 与 时 成 正比 , 且 B 一 一 工 ,可 以 将 (12.6 一 35) 式 
右 方 展 成 。 的 圭 级 数 , 略 去 e:4 的 项 ,可 得 
am 一 (1 十 到 Ce 
这 样 ,由 于 B= 一 工 ,电子 自 能 部 分 和 项 角 部 分 所 导致 的 电荷 重 整 
化 的 效应 恰好 相互 抵消 , 留 下 的 只 是 真空 极 化 所 导致 的 电荷 重 整 
化 效应 ,这 一 规律 对 于 更 高 次 的 近似 也 成 立 。 
上 述 重 整 化 理论 得 到 一 些 实验 (如 电子 反常 磁 矩 实验 和 和 氢 原 
子 能 级 的 Lamb 移动 ) 的 检验 ,结果 符合 得 很 好 。 


8$12.7 重 整 化 一 般 理论 


1. 原始 发 散 
现在 我 们 讨论 所 有 高 次 近似 重 整 化 方法 ,首先 我 们 来 研究 对 
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于 任意 一 个 图 形 , 如何 检验 与 它 相应 的 8 矩阵 元 是 否 发 散 的 问 
题 。 

我 们 知道 ,紫外 发 散 的 来 源 是 由 于 对 内 费 米 线 和 内 光子 线 的 
动量 p; 和 积分 的 区 域 为 无 穷 大 而 产生 的 ,假使 有 一 个 费 曼 图 形 
有 # 个 顶 角 ,条 内 电子 线 及 P; 条 内 光子 线 , 那 末 在 8S 矩阵 元 中 和 
它们 相对 应 的 与 内 部 动量 有 关 的 因子 有 : 

(1) 与 a 个 顶 角 相对 应 的 有 a 个 6( > )?) 的 因子 ; 


(2) 与 所 条 内 电子 相对 应 的 有 忆 个 Ja. 办 二 如 ,的 因子 ; 


(8) 与 忆 条 内 光 于 线 相对 应 的 有 书 个 | 全 声 的 因子 。 
因此 ,从 和 抢 阵 元 素 表 式 中 分 子 与 分 母 的 内 部 动量 (2 和 jb) 的 
赛 次 的 差 可 初步 估计 这 个 积分 是 否 发 散 。 显 然 ,分 母 是 内 部 动量 的 
2( 忆 十 Pi) 次 函数 ,而 在 分 子 中 有 个 6(Zp) 函数 , 除 有 一 个 56(Z7) 
留 下 代表 总 过 程 的 动量 守恒 和 能 量 守恒 守 外 ， 其 余 Cn 一 1) 个 
6(Zp) 可 以 用 来 消去 对 qtp 或 dk 的 Ca 一 17 重 积分 。 即 是 说 使 原来 
对 内 部 动量 的 4( 到 十 P) 重 积分 约 化 为 4(E 十 P; 一 7 十 1) 重 积分 。 
再 考虑 到 每 一 条 内 电子 线 的 分 子 还 有 一 个 有 的 一 次 函数 ,因此 分 
子 中 内 部 动量 的 圭 次 为 {4( 肪 十 已 一 zx 十 1) 十 互 ) 的 一 次 函数 。 假 
使 分 子 与 分 母 的 内 部 动量 蹇 次 之 差 
K = {4( 及 十 已 一 a 十 1) 十 为 } 一 2(B 十 PD 过 0 
(12.7 一 1) 
那么 积分 可 能 是 发 散 的 。 考 虑 到 图 形 中 如 果 有 条 外 电子 线 和 P。 
条 外 光子 线 , 则 我 们 有 


?一 2P 十 忆 
2a 一 2 忆 十 囊 ) 
于 是 可 将 (12.7 一 1) 写 成 


kK=4— 2h—P.>0 (12.7 一 3) 


”必须 注意 (12.7 一 3) 式 的 结果 是 从 外 粒子 线 来 估计 积分 发 散 
的 情况 ,但 是 即使 外 粒子 线 相同 的 图 形 , 其 内 部 图 形 可 以 是 多 种 多 
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样 的 ,这 样 就 有 许多 图 形 不 满足 (12. 7 一 3) g 
式 , 但 其 矩阵 元 也 是 发 散 的。 例如 图 12 一 \ 、 
12a 是 康 普 顿 散射 5 的 一 个 图 形 ,对 于 这 ” 上 
个 图 形 的 = 一 1<0, 它 不 满足 (12. 7 一 3) 2 b) 
式 ,但 这 个 图 形 中 包含 有 电子 自 能 部 分 ， 图 12 一 12 
其 相应 矩阵 元 显然 是 发 散 的 , 象 这 样 的 发 散 图 形 一 般 地 可 将 其 导 
致 发 散 的 基本 部 分 割 开 出 来 ,如 图 12 一 12b 所 示 。 对 于 这 个 基本 
部 分 只 有 2 条 外 电子 线 , 因 此 天王 1 之 0, 它 就 满足 (12.7 一 3) 式 。 
为 了 利用 (12.7 一 3) 式 作为 估计 积分 的 发 散 情况 ,我们 引进 原始 发 
散 图 形 的 定义 :假如 某 一 个 图 形 的 矩阵 元 中 , 令 任何 一 个 内 动量 取 
一 定 的 数值 而 不 对 它 进行 积分 就 得 到 收敛 的 结果 , 则 这 个 图 形 就 
叫做 原始 发 散 图 形 .也 可 以 用 另 一 个 完全 等 效 的 定义 :假如 有 一 个 
发 散 图 形 , 当 把 它 的 任何 一 条 内 部 线 割 断 使 之 成 为 二 条 外 部 线 便 
变 成 一 个 收敛 的 图 形 ,那么 这 样 的 发 散 图 形 就 是 原始 发 散 图 形 .图 
12 一 12b 就 是 原始 发 散 图 形 。 对 于 原始 发 散 图 形 可 利用 (12. 7 一 3) 
式 作为 估计 积分 发 散 的 情况 ,对 于 其 它 非 原始 的 发 散 图 形 ,不 论 它 
是 否 满足 (12.7 一 3) 式 ,我 们 都 可 把 它 分 解 或 约 化 为 原始 发 散 图 形 
来 进行 分 析 。 以 后 把 (12. 7 一 3) 式 作为 原始 发 散 图 形 所 必须 服从 的 
条 件 。 

应 该 特别 注意 ,条 件 (12.7 一 3) 中 的 天 值 与 顶 角 数目 z 无 关 ， 
而 只 与 外 粒子 线 的 数目 有 关 , 因 而 导致 原始 发 散 的 种 类 只 可 能 是 
有 限 几 类 ,这 样 就 可 能 利用 调整 有 限 个 常数 来 达到 消除 发 散 的 目 
的 ,这 正 是 在 量子 电动 力学 里 利用 调整 电子 的 质量 及 电荷 来 消除 
发 散 取 得 成 功 的 重要 条 件 之 一 。 反 之 ,在 某 一 种 量子 场 理 论 中 ( 例 
如 , 费 米 相互 作用 ,一 N 导数 看 合 等 ), 如 果 (12. 7 一 3) 式 中 的 天 
值 随 项 角 数目 4 而 增加 , 那 末 原 始 发 散 将 会 有 无 限 多 种 ,我 们 也 就 
无 法 利用 调整 有 限 多 个 常数 来 消除 无 限 多 种 的 发 散 。 因 此 ,在 这 些 
量子 场 理论 中 重 整 化 方法 不 适用 。 

由 以 上 的 讨论 ,我 们 可 根据 (12. 7 一 3) 式 把 量子 电动 力学 里 可 
能 的 原始 发 散 的 种 类 列举 如 下 : i 
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(DE,= 2，P, 二 1 顶 角 部 分 

(2)E, 二 2，P, 二 0 电子 自 能 

(3)E, 二 0，P, 二 2 光子 自 能 

(4) 玉 一 0， 书 一 0 真空 起 伏 ( 如 图 12 一 13a) 

(5) 到 一 0， 已 一 1 及 二 0， P== 3 分别 相应 于 图 12 一 
13b 及 c 。 

(5) 二 0，P, 二 4 光子 与 光子 相互 散射 ,如 图 12 一 13d。 
但 是 ,属于 第 (4) 类 的 真空 起 伏 只 引起 态 矢量 的 位 相 改 变 ,可 以 不 
讨论 。 属 于 第 (5) 类 的 ,根据 法 雷 定理 对 S 和 矩阵 元 的 贡献 为 零 , 故 
这 一 类 实际 上 是 不 发 散 的 。 至 于 第 (6) 类 的 光子 相互 散射 ,由 于 规 
范 不 变性 , 它 对 8S 矩阵 元 的 贡献 也 是 收 伍 的 * 。 因 此 ,在 量子 电动 
力 汉 宁 的 原始 发 散 图 形 ,实际 上 只 有 电子 自 能 ,光子 自 能 和 项 角 部 


分 三 这， © ， RS 
ZA 朵 
~-” / Sw MS 
b) [3 d) 


a) 
图 12 一 13 

2. 不 可 约 化 图 形 

由 于 各 种 图 形 可 以 具有 复杂 的 结构 (如 图 12 一 14a,b,c) ,为 
了 分 析 方便 起 见 , 我 们 从 最 简单 的 开始 ,并 引进 “图形 骨 架 : 的 概 
念 :有 一 个 图 形 4, 假使 将 4 内 部 所 包含 的 一 切 电子 自 能 ,真空 极 
化 和 项 角 部 分 略 去 ,分 别 代 以 简单 的 电子 线 , 光 子 线 和 顶 角 , 如 此 
得 到 另外 一 个 图 形 4′, 则 称 图 形 4′ 为 “图 形 .4 的 骨架 "。 图 i2 
一 14a”、b”、c” 就 是 图 a,b.c, 的 骨架 。 

如 果 有 一 个 图 形 与 它 的 骨架 完全 一 样 , 则 这 个 图 形 称 为 不 可 
约 化 的 图 形 ,否则 称 为 可 约 化 的 图 形 。 显 然 , 不 可 约 化 的 电子 自 能 
和 真空 极 化 的 图 形 都 只 有 一 种 ,但 不 可 约 化 的 顶 角 部 分 则 有 很 多 
类 型 .由 于 一 切 发 散 图 形 都 可 分 解 为 原始 发 散 图 形 ,而 原始 发 散 图 


* 。 较 简 洁 的 证 明 可 阅 Hamilton(1959) 的 书 
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形 又 可 分 解 或 约 化 为 不 可 约 化 的 原始 发 散 图 形 ,因此 分 析 发 散 困 
难 的 第 一 步 应 该 是 研究 不 可 约 化 的 原始 发 散 图 形 。 
可 以 看 出 ,条 件 (12. 7 一 3) 中 的 K 代表 了 不 可 约 化 的 原始 发 
散 图 形 的 最 高 发 散 程 度 ,。 当 K=0、1 或 2 时 ,最 高 发 散 度 分 别 是 对 
数 性 .线性 或 二 次 性 ,实际 上 ,由 于 理论 的 对 称 性 ,发 散 程度 常常 不 
到 K。 例如 ,真空 极 化 图 形 的 ==2, 但 由 于 理论 的 规范 不 变性 和 
罗 仑 效 不 变性 ,结果 是 对 数 性 发 散 。 自 能 图 形 的 K=1, 但 由 于 积 
分 的 对 称 性 ,分 子 中 与 成 正比 的 项 不 作 贡 献 ,结果 也 是 对 数 性 
的 。 顶 角 部 分 的 K==0, 其 发 散 度 最 高 就 是 对 数 性 的 ,因此 在 量子 
电动 力学 中 所 出 现 的 发 散 都 是 对 数 性 的 。 
可 以 利用 二 级 近似 中 所 用 的 办 法 ,将 不 可 约 化 的 原始 发 散 图 
形 中 的 无 穷 大 分 出 来 , 令 : 
ZW,p) =— i(27)'6m(W) + B(W)S7(p) 
+ Zr(W,p) S77) 
Ho(U,k) =6,C(U)D7(K) + bollr(U,k) D7?(k) 
AslV ,p15 Pp2) 一 了 (7)y 十 4urC7 ,pis Pp2) 
(12.7— 4) 


图 12 一 14 

其 中 WwW、UV 和 7 分 别 表 示 不 可 约 化 的 电子 自 能 、 光 子 自 能 和 项 

角 部 分 的 图 形 ,6m(W) ,BCW),C(V) 和 L(V) 都 是 与 各 该 图 形 相应 
的 对 数 性 发 散 常 数 ,Z1(W,p) ,JIi(U,K) 和 Awr(V ,p17z) 都 是 收敛 
函数 ,因为 不 可 约 化 的 自 能 图 形 只 有 一 种 , 故 (12.7 一 4) 式 中 的 第 
一 式 和 第 二 式 分 别 是 (12. 4 一 6) 式 和 (12. 5 一 37) ,至 于 不 可 约 化 
的 项 角 图 形 却 有 很 多 种 类 ,但 对 于 不 可 约 化 的 顶 角 图 形 都 可 分 解 
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成 (12. 7 一 4) 式 中 第 三 式 右 方 的 表 式 。 

3. 可 约 化 图 形 

下 面 进一步 讨论 可 以 约 化 的 电子 自 能 部 分 、 真 空 极 化 部 分 和 
顶 角 部 分 所 导致 的 辐射 修正 ,这 样 才 可 能 得 到 包括 所 有 辐射 修正 
的 电子 传播 函数 8' nm (p)、 光子 传播 函数 D' mCk) 和 顶 角 函数 
DT lp1,72), 

为 了 避免 某 些 图 形 的 贡献 过 多 次 数 地 包括 进 计 算 中 去 ,我 们 
引进 “正规 图 形 ’ 的 概念 :假使 制 断 某 一 个 图 形 中 的 某 一 条 内 部 电 
子 线 或 内 部 光子 线 , 则 将 图 形 分 解 为 不 相连 接 的 两 个 部 分 ,这 种 图 
形 叫 做 非 正 规 图 形 ? 。 与 此 相反 ,如 果 割 断 任 一 条 内 部 线 都 不 能 将 
图 形 分 解 为 不 相连 接 的 两 个 部 分 ,那么 ,这 个 图 形 就 叫 正规 图 形 。 
图 12 一 15a.b 是 正规 图 形 ,而 图 ed 是 非 正规 图 形 。 


we SCOX 全 一 ~、 /人 人 、 
a) b) c) d) 
图 12 一 15 

假使 我 们 令 5' roCp) 或 m(?) 中 包括 正规 和 非 正 规 的 电子 自 
能 图 形 或 光子 自 能 图 形 的 贡献 ,但 是 令 刀 (pzz) 中 只 包括 正规 
项 角 图 形 的 贡献 , 那 末 利用 这 三 个 函数 就 能 将 可 以 约 化 的 有 贡献 
的 正规 图 形 正确 地 考虑 进去 。 

我 们 令 3(z) 代 表 包 括 所 有 正规 和 非 正 规 的 图 形 在 无 穷 大 没 
有 分 出 以 前 的 矩阵 表 式 

Zp9) = DTW,7) (12.7 一 5) 


令 8” "(P) 代 表 包 括 所 有 电子 自 能 的 贡献 ,但 是 无 穷 大 还 没有 分 
出 去 的 电子 传播 函数 , 则 
8° r(p) 一 Sr(P) 十 Sr(?) 了 (Sr(P)》 (12.7— 6) 
可 以 将 8′ >(?) 只 用 正规 电子 自 能 图 形 的 贡献 表达 出 来 , 令 2* 
《p) 代 表 包 括 所 有 正规 电子 自 能 图 形 W, 的 贡献 (但 不 包括 非 正 规 
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电子 自 能 图 形 ): 
Z*(p) = DLW,,p) (12.7—7) 


则 8' xCp) 满 足下 列 方程 

8’ 1(p) 一 Sr(p) 十 S4 sp)Z*(p)Ss7) } 

BS” r(p) 一 Sr(B) 十 Sr(p)L* Cp)S’ slp) 人 12.7 一 8) 
知道 了 2*(p) ,就 可 以 从 上 式 解 得 8S”r(z) : 

S71(p) — S71(p) = 2*(p) 

类 似 地 ,我 们 容易 写 出 关于 光子 自 能 的 了 (4) 、D'，(#) 和 7* (4) 等 
表示 。 ， 
至 于 顶 角 部 分 ,我 们 令 V, 表示 正规 项 角 图 形 ，4,《V,, pp2) 为 
相应 的 顶 角 矩阵 ， 那 末 与 所 有 正规 顶 角 图 形 相应 的 顶 角 矩 阵 的 总 
和 为 


4(Pypz) 一 DACV,s pip2) (12.7 一 9) 
I 
令 ,pi,P2) 代 表 无 穷 大 还 没有 分 割 出 去 的 全 部 顶 角 函数 , 那 末 
Tp1982) = ys + Msp1s72) (12.7 — 10) 


现在 的 问题 是 ,如 何 计算 2*《p) ,7*(k) 和 4,《p,Pz); 如 何 将 其 中 
无 穷 大 分 割 出 来 ,得 到 有 限 的 辐射 修正 Z2(p)、I# (x) 和 Aw《p1， 
72) ;如 何 证 明 这 些 无穷 大 分 割 出 来 ,并 将 它们 抛 去 就 相当 于 质量 
重 整 化 和 电荷 重 整 化 。 

我 们 可 用 逐步 近似 法 来 解决 这 一 问题 ,这 种 方法 的 要 点 如 下 : 
给 出 一 定 的 方法 ,在 这 些 表 式 的 a 次 以 及 更 低 次 近似 的 基础 上 , 求 
出 这 些 表 式 的 第 (* 十 1) 次 近似 , 亦 即 从 精确 到 e 项 的 表 式 求 得 精 
确 到 eze+y 的 项 的 各 种 表 式 ,这 样 就 能 在 最 后 求 得 2 (p) .QT7 (bD、 
Aw《CpisP2) ;以 及 S' yo《p),D' polk) 和 opi sp2) 的 精确 表 式 。 

4. 华 德 恒等式 

在 具体 计算 中 ,对 于 顶 角 部 -~ 下 
分 过 到 较 少 麻烦 ,但 是 对 于 电子 自 能 > 人、 > 
部 分 (或 光子 自 能 部 分 ) 可 以 遇 到 交 电子 自 能 的 交 缠 无 穷 大 
缠 无 穷 大 ,如 图 12 一 16 所 示 。 将 这 1,12—16 
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种 交 缠 无 穷 大 分 割 出 去 是 一 件 很 复杂 的 工作 。 华 德 (Ward,1950) 
曾 指 出 子 如 何 避 免 这 一 困难 的 方法 ,部 是 把 电子 自 能 部 分 和 顶 角 
部 分 连 系 起 来 ,通过 项 角 部 分 的 4.(7,?) 的 表 式 直接 求 得 2* (7) 
的 表 式 。 

由 Sy(p) 的 定义 

SD 一 CF 

对 及 微 商 可 得 ( 略 去 认 不 写 ) 
-asr(p) pe ys 2p,(ip 一 名)) 


a CD Fm (pt my 
i ip + m) 一 2p,(ip — m) 
T0277 ( 严 十 we2)2 
而 (2mtsmy8y = 二 mm) 


CA p+ me 
1 pp +m) — 2pslip — m) 
C27 TE me) 
最 后 一 步 用 了 yp 一 2p, 一 Py。 
对 比 上 面 两 式 结果 得 到 

未 sr(P = (2z)4Sr(Cp)yu8r(P) (12.7 一 11) 
利用 这 个 公式 我 们 可 将 电子 自 能 部 分 与 顶 角 部 分 连 系 起 来 ,就 以 
电子 自 能 的 二 次 近似 而 论 , 由 $ 12. 3 我 们 有 

SP(p) 一 Sr(B) 瑟 (PSz(D) } 


Ze(p) =eC2n) aw Dyk yuS1Cp — kr Dy, 


(12.7 一 12) 


az2(CD) _ 1 DW )y Sr PT— KY 
es = es DT 


=e(2n)s|atk’ Dr(k’ )y,(27) S87Cp 一 有 )ys87Cp — Ky, 


(12.7 — 13) 
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又 从 (12. 6 一 3) 式 有 


A (pi,82) = ez(2m)8|d4k Dr(k’ )y,Sy (pz — kK' )yrSr (pi tb' )y, 


- (12.7 一 14) 
对 比 (12.7 一 13) 和 (12.7 一 14) 式 可 以 看 出 , 当 4=0 时 有 
RDP) 27—15) . 


这 就 是 说 电子 自 能 的 微 商 等 效 于 它 的 内 电子 线 插 上 能 量 动量 *= 
0 的 外 光子 线 , 可 用 图 12 一 17 表 示 。 


图 12 一 17 
将 上 述 结果 推广 到 一 般 情 况 ,得 到 


2 = (2)1A4,(7,7) (12.7 — 16) 


这 式 称 Ward 恒等式 ,其 中 2* (7) 代表 ?级 所 有 正规 电子 自 能 部 
分 的 总 和 ,而 4Cz,z) 是 由 自 能 图 形 中 插 上 外 光子 线 后 可 能 构成 
的 所 有 正规 项 角 ( 发 散 ) 部 分 的 总 和 .例如 ,对 于 图 12 一 18a 的 电子 
自 能 部 分 ,可 以 构成 b.c.d, 三 个 正规 项 角 图 形 . 故 利用 Ward 恒 等 
式 可 避免 电子 自 能 的 交 纺 无穷 大 所 产生 的 困难 。 


/~ ba “PR ~ 
a) k= b) k=0} 
c)》 
pr 二 
大 一 | 
0 d) e) 
图 12 一 18 


对 于 光子 自 能 的 图 形 ,我 们 也 可 能 遇 到 交 缠 无 穷 大 ,最 简单 的 
图 形 如 图 12 一 18e 所 示 .。 和 避免 这 种 困难 的 方法 和 电子 自 能 的 类 似 ， 
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Ward 导 得 如 下 的 恒等式: 
3a* Ck) 
EE 


这 个 函数 包含 三 个 外 光 -~- 
子 线 ,其 中 个 X 子 线 “| >>- -< 了 7 


= (24)*4,(k,b) (12.7— 17) 


的 能 量 动量 t 一 0. 对 应 “=0 SN 
于 图 。 的 情况 ,4.(4,) 电子 自 能 交 纺 无 穷 大 
代表 图 12 一 19 二 个 图 形 图 12 一 19 
贡献 的 总 和 。 
5. 重 整 化 常数 


以 上 我 们 指出 了 重 整 化 方法 的 主要 途径 。 显 然 在 具体 计算 中 ， 
手续 将 是 相当 复杂 的 ,现在 只 将 主要 结论 写 在 下 面 。 

在 计算 任何 物理 过 程 的 8 矩阵 元 时 , 先 把 所 有 属于 这 一 过 程 
的 不 可 约 化 图 形 画 出 来 ,然后 以 无 穷 大 已 经 分 割 出 去 的 函数 
Sjo《(7)、D' nm 和 I mp1sPz) 分 别 代表 内 电子 线 、 内 光子 线 和 顶 角 ，, 以 
4(p) wu《p) 和 a,《%) 分 别 代表 外 电子 线 和 光子 线 , 就 可 以 按照 所 有 图 
形 写 出 相应 的 S 和 矩阵 元 .在 这 些 矩 阵 元 中 不 存在 紫外 发 散 困难 ， 
而 且 包 括 了 所 有 的 辐射 修正 在 内 。 

类 似 § 12. 6 的 讨论 ,可 以 证 明 用 这 种 方法 计算 得 到 的 结果 与 
用 没有 略 去 无 穷 大 的 表 式 8' "(?) 、D sp) 和 Tr(p) 进行 计算 ,然后 
再 进行 质量 重 整 化 和 电荷 重 正 化 所 得 到 的 结果 完全 相同 ,函数 
T'S' pyDy 与 ,8S' myD ro 有 如 下 的 关系 : 


Tl =D PCeo 


S' py(e) =z! 5' roleo) 
D' r(e) 一 zD' m(eo) “ 《12.7 一 18) 
这 里 zz 称 为 重 整 化 常数 .上 式 的 含义 是 ,各 式 左 右 二 方 表 式 的 动 
量变 量 都 取 相 同 的 数值 ,质量 都 取 重 整 化 了 的 质量 mo, 但 电荷 则 
取 不 同 的 值 ,在 各 式 左 方 电荷 取 没 有 重 整 化 的 值 。, 而 在 右 方 电荷 
取 重 整 化 了 的 数值 eo: 
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eo 一 ~ 人 /ze (12.7 一 19) 
对 于 外 电子 线 和 外 光子 线 则 有 : 
w (7) = MZ up) 
Ww (?) = MZ ulp) 
o (CD = MV Zalk) (12.7 — 20) 
其 中 w .w 和 a' 代表 包括 所 有 高 次 近似 效应 的 外 电子 线 和 外 光子 
线 ,而 wx, 和 代表 零 次 近似 的 外 电子 线 和 外 光子 线 。 
因此 , 当 计 算 任何 物理 过 程 的 8 矩阵 元 时 ,可 先 将 所 有 不 可 
约 化 图 形 画 出 来 ,然后 按照 下 列 规则 写 下 甜 阵 元 中 的 各 个 因子 : 
(1) 以 2 -1T'wleo) 代表 顶 角 
(2) 以 2 58’mleo) ”代表 内 电子 线 
(3) 以 ZD' mleo) ”代表 内 光子 线 
(4) 以 VZ ulp) 或 VDZulp) ”代表 外 电子 线 
55) 以 MVZa(k) ”代表 外 光子 线 
假如 属于 58% 的 不 同 约 化 的 图 形 具 有 "个 顶 角 、E; 条 内 电子 线 、P， 
条 内 光子 线 .B, 条 外 电子 线 和 P, 条 外 光子 线 , 则 计算 过 程 实际 上 等 
效 于 用 S' oCeo) 、D' m(eo) .Twobeo)、 和 wu《p) ,ubp)、alk) 分 别 代表 相 
应 的 内 部 线 , 顶 角 和 外 部 线 ,并且 将 整个 矩阵 元 表 式 乘 上 一 个 因 
子 : 
VA SD A 2 = (V2Z) 《12.7 — 21) 
而 在 8% 表 式 中 必定 有 一 个 因子 。, 将 它 和 上 式 的 (MVZ)* 合并 起 
来 就 得 到 %, 这 样 在 矩阵 元 中 就 只 出 现 重 整 化 了 的 电荷 ee 和 质量 
me。 我 们 令 ee 和 mo 取 实 验 上 所 观察 到 的 电子 电荷 和 电子 质量 的 数 
值 , 于 是 ,计算 方法 归结 为 : 将 所 研究 的 过 程 的 所 有 不 可 约 化 图 形 
画 下 ,并 按照 如 下 规则 : 
(1) 以 也 代表 顶 角 
(2) 以 8' mm 代表 内 电子 线 
(3) 以 pm 代表 内 光子 线 
(4) 以 wa， 代表 外 电子 线 
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《5) 以 a。 代表 外 光子 线 
写 下 相应 的 8 矩阵 元 , 那 末 这 样 得 到 的 表 式 都 是 有 限 的 ， 包含 了 所 
有 的 辐射 修正 ,而 紫外 发 散 就 已 消除 。 

6. 其 它 量 子 场 的 重 整 化 问题 

在 上 面 我 们 讨论 了 量子 电动 力学 中 的 重 整 化 方法 ,但 在 其 它 
量子 场 中 只 有 很 少数 的 情况 下 才能 应 用 重 整 化 方法 以 消除 发 散 困 
难 。 例 如 , 麻 标 介子 与 核子 之 问 的 厦 标 艳 合 ,标量 介子 与 核子 之 间 
的 标量 耦合 都 可 用 重 整 化 方法 消除 理论 中 的 发 散 困 难 , 这 些 理论 
中 的 重 整 化 比 量子 电动 力学 中 的 重 整 化 较为 复杂 ,这 是 因为 介子 
理论 中 不 具有 规范 不 变性 .因此 ,介子 与 介子 的 相互 散射 过 程 (图 
12 一 20a) 和 光子 与 光子 相互 散射 不 同 , 它 是 原始 发 散 的 , 故 在 介 于 
理论 中 除了 进行 质量 (包括 介子 ) 重 整 化 和 相互 作用 常数 重 整 化 之 
外 ,还 要 引进 与 介子 一 一 介子 散射 相抵 消 的 项 , 才 可 以 消除 发 散 困 
难 。 此 外 ,法 雷 定理 在 某 些 情况 下 不 能 随意 推广 应 用 ,例如 ,中 性 标 
县 介子 与 核子 的 相互 作用 中 法 雷 定理 不 能 适用 , 故 必须 在 相互 作 
用 哈密 顿 密度 中 引入 一 抵消 项 ,以 免除 具有 三 条 外 介子 线 的 发 散 
困难 。 


a) b) 
介子 与 介子 相互 散射 中 性 介子 与 核子 作用 
图 12 一 20 


在 许多 情况 下 ,可 以 出 现 无 穷 多 种 的 原始 发 散 图 形 , 那 末 只 依 
靠 重 整 化 方法 ,仅仅 调整 有 限 的 几 个 常数 就 不 能 将 无 穷 多 种 的 原 
始 发 散 消去 。 例 如 ,介子 与 核子 的 相互 作用 中 包含 了 介子 场 量 的 导 
数 2,9, 在 理论 中 将 出 现 无 穷 多 种 原始 发 散 ,因为 3/3z, 在 动量 空间 
中 将 给 出 一 动量 因子 ,而 外 介子 线 仅 包 含 固定 动量 , 故 仅 对 内 粒 
子 线 作 出 贡献 ,因而 (12.7 一 3) 式 应 修改 为 


K= (4— B38 P+ Pp)>0 
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这 样 ,发 散 程 度 不 仅 与 外 粒子 线 有 关 , 而 且 与 图 形 的 项 角 数 ax 有 
关 。 由 此 可 见 , 随 着 图 形 的 复杂 人 性 而 原始 发 散 的 种 类 亦 愈 多 ,因此 
不 能 用 重 整 化 方法 以 消除 多 种 原始 发 散 。 类 似 的 理由 可 说 明 费 米 
弱 相 互 作用 理论 中 也 将 出 现 无 穷 多 种 原始 发 散 , 亦 不 能 用 重 整 化 
方法 消除 其 发 散 困难 。 

最 后 ,我 们 指出 ,采用 质量 重 整 化 和 电荷 重 整 化 后 ,在 量子 电 
动力 学 中 ,各 级 计算 中 的 发 散 都 已 消去 ,利用 微 扰 方法 展开 至 六 阶 
都 与 实验 结果 符合 得 很 好 。 但 这 种 非凡 的 准确 性 并 不 能 说 微 扰 论 
是 绝对 正确 的 .相反 ,在 相当 合理 的 考虑 下 ,我 们 可 推测 整个 微 扰 
级 数 ( 各 项 之 和 ) 并 不 收敛 , 它 仅 是 一 个 渐 近 级 数 ,但 和 逼近 什么 就 不 
知道 了 ,这 说 明 整 个 问题 尚未 完全 解决 。 
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第 十 三 章 规范 场 


按照 目前 规范 理论 的 观点 ,将 基本 粒子 分 为 三 类 ;实物 粒子 
《包括 轻 子 和 孝 克 ), 规 范 粒 于 (包括 光子 、 中 间 玻 色 子 和 胶 于 ) 和 着 
格 斯 (Higss) 粒 子 。 用 场 论 的 语言 ,它们 分 别 对 应 于 实物 场 ,规范 疡 
和 Higes 场 。 规范 粒子 (或 对 应 的 场 ) 是 传递 相互 作用 的 , 希 格 斯 粒 
子 ,主要 使 其 它 粒子 获得 质量 .这 一 章 ,我 人 限于 经 典 理论 的 范围 
， 介 绍 规范 场 论 , 前 面 已 经 看 到 ,整体 变换 的 对 称 性 (不 变性 导致 守 
恒定 律 和 相应 的 守恒 量 。 下 面 将 看 到 ,局 域 变换 的 对 称 性 (不 变性 ) 
要 求 我 们 引入 规范 场 , 并 且 导 至 确定 的 相互 作用 


8$ 13.1 经 典 场 论 中 的 规范 不 变性 与 规范 场 


1. 整体 规范 不 变性 
为 了 描述 场 ( 或 粒子 ) 的 内 部 性 质 ,如 电荷 .同位 旋 (isopin)、 重 
子 数 、 轻 子 数 、 味 道 , 颜 色 等 ,我 们 引入 一 个 抽象 的 空间 一 内 部 空 
间 。 在 内 部 空间 转动 下 , 场 量 p(z) 作 变换 
8 (z) =x(0)9(z) 《13. 1 一 1) 
其 中 2(6) =ezp[— OoTe] 
是 规范 群 的 元 索 ,是 一 个 么 正 么 模 和 矩阵,T" 称 为 群 的 生成 元 ,2 称 
为 群 参数 。 当 参数 8 与 时 空 坐 标 = 无 关 时 ,(13, 一 1) 的 变换 称 为 
整体 规范 变换 (goal gauge transformation) 。 当 一 (z) 是 时 空 坐标 的 
函数 时 , (13. 1 一 1) 的 变换 称 为 局 域 规范 变换 (Local gauge transforma- 
tion) 。 整 体 规范 变换 就 是 时 空 各 点 的 场 量 都 作 相 同 的 变换 , 场 在 内 
部 空间 分 量 的 变换 是 
oz) = ezp[— ib°Ts, ps2) (13.1—1) 
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其 中 "一 1,2,…,a 是 场 在 内 部 空间 的 分 量 指标 ,= 是 内 部 空间 的 
维 数 。 群 的 生成 元 是 一 个 saXn 和 矩阵 ,满足 对 易 关 系 - 
[PTO] = ip7T> 
fm 称 为 群 的 结构 常数 。(13. 1 一 1) 也 可 写成 矩阵 形式 
~ (7) = ezp[— io°T" Jp(z) (1%1— lo) 
由 于 包 是 与 z 无 关 的 常数 , 故 场 量 的 时 空 导 数 3,p(z) 在 规范 变换 
时 也 像 场 量 一 样 变换 , 即 
Dig(z) -> 3.9' (z) = u(0)9,97z) (13.1 一 2) 
这 是 整体 规范 变换 的 一 个 重要 特点 。 
整体 规范 变换 又 称 第 一 规范 变换 。 场 系统 在 内 部 空间 的 对 称 
性 , 即 场 系 统 在 内 部 空间 “转动 "下 的 不 变性 ,可 用 它 的 Lagrangian 
在 (13.1 一 1)、(13.1 一 2) 的 规范 换 下 的 不 变性 即 
LY (2),99 (z)) = Lz),9,9(7z)) (13.1 一 3) 
来 描述 ( 即 5s=0)。 
在 无 穷 小 变换 下 ,参量 7 是 无 穷 小 量 ,于 是 (13. 1 一 1) 变 成 
gl (z) 一 (] ~ iT )9(z) 
jg(z) = (z) 一 gp(z) 一 一 zeTegp(z》 (13.1— 4) 
由 (13.1 一 3) 和 (13. 1 一 4) 有 
Ll (7) ,al (z)) 一 Lz) ,ap(z)) 


_ a a 
p07) + Reap?) 
acz 
一 3.[ 了 359GJJ4p(2)] 
=3 [一 ;一 3 omrp(z)] 一 0 
3(3ap(z)) 
由 于 %。 的 任意 性 ,可 得 
ae 一 0 
i 
ip? 


这 就 是 内 部 对 称 性 对 应 的 守恒 流 , 其 守恒 荷 是 
288 


r= [ie = 一 | rarwcodz 
其 中 a(z) = 并 是 场 的 正则 动量 , 当 生成 元 ?是 电荷 .重子 数 
或 同位 旋 的 表示 和 矩阵 时 ,上 式 就 对 应 于 场 的 电荷 .重子 数 或 同位 
旋 。 当 7* 是 电荷 算 符 时 ,上 式 就 是 我 们 在 第 二 章 中 所 讨论 过 的 场 
的 电荷 。 
2. 局 域 规范 不 变性 
当 规范 变换 参数 % 与 时 空 坐标 z 有 关 时 , 场 量 的 规范 变换 表 
示 成 
: 9(z) 一 W (z) = ezp[— i (z)T]p(z) (13.1— 5) 
这 种 变换 称 为 局 域 规范 变换 ,而 场 的 导数 ap(z) 的 变换 是 
dP7) 一 99 (z) =ezp[— i (z)T" 3p(z) 
— id (z)Thezp[ 一 i (7)T* 9(z) 
天 ezp[ 一 WeT]ap(z) 
这 表明 场 量 和 场 量 的 导数 有 不 同 的 变换 规律 ,多 出 了 第 二 项 。 这 就 
是 局 域 规范 变换 和 整体 规范 变换 的 重要 区 别 ( 后 面 我 们 将 看 到 , 当 
引进 规范 场 时 ,就 可 消除 这 一 差别 )。 
由 于 p(z) 和 ap(z) 的 变换 规律 不 同 , 故 在 整体 变换 下 不 变 的 
Lagrangian, 在 局 域 规范 变换 下 ,不 再 保持 不 变 , 即 对 局 域 规范 变换 
ly (5) ,09 (2)) FL 92) ,az)) “ 
但 目前 的 场 论 是 局 域 场 论 ,人 们 认为 内 部 空间 是 她 此 对 称 , 以 
致 场 系统 不 仅 在 整体 规范 变换 下 ,而 且 在 局 域 规范 变换 下 都 保持 
不 变 ,整体 规范 不 变 只 是 局 域 规范 不 变 的 一 个 特例 。 应 该 推广 La- 
grangian ,使 它 在 局 域 规范 变换 下 保持 不 变 , 我 们 设想 将 导数 2 推 
广 成 协 变 导数 (Couariant derivative)D,, 并 要 求 场 量 p(z) 和 它 的 协 变 
导数 D,p(z) 按 同样 规律 变换 , 即 
p (2) = uplz) 
D' ,yp (z) = uD,p(z) (13.1— 6) 
其 中 u = ezp[— i (z)T°] 
这 样 由 它们 构成 的 Lagrangian 就 是 规范 不 变 的 , 即 
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Ll (z),D sy (z)) 一 SCp(z)，Dop(z)) 
3. 规 范 场 势 和 规范 场 强 
如 何 选择 协 变 导数 D, 呢 ? 由 电动 力学 中 常 按 最 小 耦合 方式 引 
进 电磁 场 的 启示 , 按 Yang( 扬 振 宁 ) 一 Mills (米尔 斯 ) 的 观点 ,我 们 
可 按 下 列 方式 引进 规范 场 , 即 定义 协 变 导 数 为 
D, 二 ,二 4,(z) 
A(z) 一 一 ighs(z)T" 《13.1 一 7) 
其 中 如 (z) 称 为 规范 场 的 势 ,由 于 3 和 也 都 是 四 维 时 空 的 矢量 ， 
故 规范 场 势 也 应 是 四 维 时 空 的 矢量 ,这 表示 规范 场 是 一 个 矢量 场 
(对 应 自 旋 为 1 的 粒子 )。 
引入 规范 场 的 目的 是 为 了 使 场 的 协 变 导 数 在 定 域 规范 变换 下 
像 场 本 身 一 样 变换 , 即 满足 (13. 1 一 6) 式 ,以 保证 场 系统 的 La- 
&rangian( 或 作用 量 ) 有 规范 不 变性 。 反 过 来 ,由 (13. 1 一 6) 式 就 可 确 
定 规范 场 势 的 变换 规律 .将 (13. 1 一 7) 代 入 (13. 1 一 6) 得 
(0, 一 igh' $Cz)T)u(0) pz) = 40)(9, 一 ighs(z)T)p(z) 
注意 到 0 是 z 的 函数 ,可 求 得 
— igA,"(z)Tu(0)9(7) 一 一 igu(0)AsT°p(z) — (34(0))p(z) 
因为 上 式 对 所 有 mw(z) 成 立 , 所 以 有 


4seT。 一 4(0)42(z)Teu-1(9) 一 C00))urt(0) 


=u(0) As(z)T%u-1(0) 十 BuO)ap (0) (13.1— 8) 


最 后 一 个 等 号 用 了 3,(w"!) 一 0 

这 是 电磁 势 规范 变换 的 推广 ,因为 对 电磁 势 4 只 有 一 个 内 部 
空间 分 量 4., 规 范 变换 群 元 索 为 x= ec5 于 是 (13. 1 一 8) 式 简化 
成 


一生 一 二 20() 
这 正 是 电磁 势 的 规范 变换 表示 式 。 
对 于 无 穷 小 变换 ,u(9) 一 1 一 igrT*, (13. 1 一 8) 变 成 
4ie(z) 和 一 (] — OT) AST* 1 十 iT 人) 
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十 二 (1 ~ ipa 十 MT) 
一 如 (z)Ze 一 in4s[Tps7e] 一 dapr 
=AsT° 十 fH044yT" 一 ap (13.1— 9) 


所 以 人 一 各 (z) + fmz) hyCz) 一 了 ar) 


这 是 规范 势 ( 9mge zolerual ) 在 无 穷 小 变换 下 的 变换 规律 .为 表示 
方便 ,利用 4, = 一 ig427°,(13. 1 一 8) 式 可 写成 
A' ,= ud! + wd! (13.1 一 10) 
仿照 电磁 场 ,我 们 定义 规范 场 强 ( 9mrge field srengm ) ps 为 


Fr = D,A, — DA, 


其 中 Fo=—ighT” hh,=—ighT (13.1— 11) 
将 Pu,D.,4v 的 定义 式 代 入 上 式 得 
一 切 P2Te = (9, 一 igAST°) (th 人 (9, 一 igAITI) (一 igA2T°) 
一 一 i3r44T4 + 3AT® 一 grhs Ms[T®, 7] 
=— ig(9,h? 一 0A T® 一 ig:f "AS AT 
于 是 
Fs = (0.4 一 3942) 一 gfop4h24 (13.1— 12) 
这 是 规范 场 强 和 规范 场 势 之 间 的 关系 式 , 与 我 们 熟悉 的 电磁 场 和 
电磁 势 之 间 的 关系 比较 ,多 出 了 结构 常数 f%" 有 关 的 项 。 当 fw 一 0 
时 ,就 得 到 电磁 场 的 情况 。 s 
规范 场 强 的 变换 规律 可 由 它 的 定义 式 (13.1 一 11) 和 (13. 1 一 
10) 得 到 
F'»=D' A',— DA,= (d+ A A',— (3+ A ,)A', 
=(0, + uAp! + van ) (vA! + va!) 
一 (9,+ uA! vd) uA! 十 vo!) 
=u[(3, 十 4)h, 一 (3 十 4,)A,Ju-! 
=u(D,A, 一 D,A)u! = upp! 
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即 Be 一 Ma 《13. 1 一 13) 
对 无 穷 小 变换 ,us(6) 一 1 一 igrT*, 上 式 变 成 
屎 2(z) = Fo(z) 十 fowgppP2(z) (13.1— 14) 
4. 规 范 场 方程 
为 使 场 系 统 具 有 规范 不 变性 ,将 场 量 的 导数 am(z) 改写 成 协 
变 导数 D,p(z) ,这样 , 规 范 场 势 被 引进 理论 中 ,并 且 确 定 了 规范 场 
和 场 w(z) 的 相互 作用 形式 。 但 自由 的 规范 场 的 Lagrangian 是 什么 
呢 ? 我 们 可 以 根据 规范 不 变性 要 求 来 确定 它 . 由 (131 一 13) 式 有 
F' oP™ = uF od WPru! = vp opr 
上 式 取 和 矩阵 迹 得 
TrF’' pm = TruPoPru! = Tr op” 
可 见 7r FP 是 规范 不 变量 ,可 用 它 来 构成 规范 场 的 Lagrangian .由 
于 
" TrFrPn 一 7r[( 一 bgP2To)( 一 igpmTe)] 
=— gr PIPr TTS) 
= 一 grFPoPFmT(R)6og 
=— gT(R)PP™ (13.1 一 15) 
其 中 Tr (To71) 一 T(B)4oo;T(R) 是 常数 , 故 PP“ 也 是 规范 不 变 的 于 
是 仿照 电磁 场 ,我 们 可 令 规 范 场 的 Lagrangian 为 


< = 一 本 mm (13.1 一 16) 
借助 变 分 原理 ,可 由 Sy; 导出 自由 规范 场 的 运动 方程 .为 讨论 


方便 ,规范 场 的 Lagrangian 改写 成 矩阵 迹 的 形式 (准确 到 一 个 常 
数 ) 


1 = — BT) 《13.1— 17) 
于 是 作用 量 (为 方便 ,不 区 分 上 下 指标 ) 
3= 一 去-Pmdz 3.1— 18) 


68 一 一 人 cr- “Fo)dz=0 
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dFw。，Pw 一 6(D。4, 一 DA,)* F» 
其 中 
6[D,A,] * F, 一 6[(a. 十 A,)A] + Fo 
一 (a.64, 十 44 十 4 64)F, 
— 6[D,4,] * FP, 一 一 (364, + 64,° hs AdA)F, 
一 (3.64, 十 64.。 4 十 4 54)F, 
上 式 第 二 个 等 号 用 了 F, 的 反对 称 性 .联合 前 面 三 个 式 子 得 
dF * FP, = 2(0,6h, 十 64， A,+ A6A,)P,, 


8 = 一 Jarrr cr, po) 
=2|dzTr[ (3,64, 十 54。4 十 464,)Pe] 一 0 
分 部 积分 并 利用 FP 的 反对 称 性 和 迹 的 性 质 得 
68 =— 2|dzTr(— 543,F, — 4h,,F,]) 
=2]arrr {64 + [hsFo]) = 0 
上 式 对 任何 54, 成 立 , 故 有 


am 十 [48n] 一 0 《13.1 一 19) 
这 就 是 规范 场 方程 。 
注意 到 [apPm]# = 3,(Pw,9) 一 Puamg 一 ap 上 式 可 写成 
[D,,Fm]=0 


将 (13.1 一 19) 写 成 分 量 形成 ,由 
dP 一 一 四 2.727" 
和 [4.,Pm] =(— ig) AT 。PI7] 
=(— ig)2A¢P% [Th,T’] 
一 (一 ig)ifm ASPLT® 


所 以 ap2 + gjfoprhp12 = 0 (13.1— 20) 
在 电动 力学 情况 中 ,内 部 空间 只 有 一 个 分 量 ,结构 常数 ”=0, 上 
式 变 成 熟知 的 Maxwll 方程 
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av 一 0 
下 面 以 带电 费 米 子 电 磁 相 互 作用 为 例 , 具 体 说 明 为 了 保证 规 
范 不 变性 怎样 引进 规范 场 ,怎样 确定 相互 作用 形式 以 及 系统 的 规 
范 不 变 的 Lagrangian。 
费 米子 场 的 Lagrangian 是 、 
,=— $Y, + m)y 
当场 量 y 做 规范 变换 
p> (zz) = ep(z) 
时 ,由 于 场 量 微 商 不 像 场 量 一 样 变换 , 即 
OW (7) =e 03.%(z) 一 ie 一 090(z) 节 (z) 
天 eeaD3.%(z) 
故 5, 不 是 规范 不 变 的 .为 使 双 , 是 规范 不 变量 ,我 们 用 协 变 导 数 
代替 普通 导数 , 即 
9.— D,= 9,— ieA, 
这 时 ,新 的 Lagrangian 
EL,.=— $yD, + m)y 


在 规范 变换 

p> (rz) =e “Vy(z) 
和 hz) 一 水 一 二 ap(z) 
下 是 不 变 的 ,并且 

EL’ =— $yD, + my 

一 一 $[y,(3, 一 ieh,) 十 m]y 

一 一 $7, + m)y + iepyAsyp 

= + 5 
其 中 经 = ie$y,Asp, 是 由 于 规范 不 变性 要 求 所 确定 的 相互 作用 
Lagrangian 。 


连同 自由 规范 场 (这 里 是 电磁 场 ), 系 统 总 的 Lagrangian 是 
LL t Lrt 
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=— Ba, + my — PP 十 in 


其 中 f= 9,4, 一 3.4, 是 电磁 场 强度 ,上 式 是 规范 不 变 的 。 

在 结束 本 节 之 前 必须 指出 ,在 规范 场 的 Lagrangian 中 没有 包 
含 场 量 4?(z) 的 平方 项 ,这 是 规范 不 变性 所 要 求 的 ,的 确 

A' ,2) hr'(z) 天 42(z)42(Gz) 

因而 它 是 破坏 规范 不 变性 的 。 可 是 场 量 的 平方 项 反映 场 (粒子 ) 的 
质量 ,没有 42(z) 的 平方 项 ,就 意味 着 规范 场 (规范 粒子 ) 没 有 质量 。 
光子 质量 为 零 , 相 应 的 传递 电磁 作用 的 规范 场 是 电磁 场 , 没 有 质 
量 , 这 是 符合 实验 事实 的 。 但 是 传递 弱 作 用 的 规范 粒子 一 中 间 玻 色 
子 W+,2ZW 是 有 质量 的 (1983 年 实验 已 经 发 现 mw+ 一 81GeV ,mz 和 ~ 
90GeV) ,没有 4(z) 的 平方 项 与 客观 不 符 , 这 是 规范 理论 遇 到 的 一 
个 困难 ,如 何 使 规范 粒子 获得 质量 呢 ? 这 可 借助 对 称 性 的 破 缺 和 
Higgs 场 来 实现 。 


§ 13.2 和 希 格 斯 (Higgs) 场 的 破 缺 对 称 性 


Higgs 场 是 人 们 为 了 解决 前 面 所 提 到 的 规范 理论 的 困难 而 提 
出 来 的 ,至 今 尚未 从 实验 上 发 现 Higgs 场 (Higgs 粒子 ), 但 人 们 相信 
它 的 存在 .Higgs 场 在 内 部 空间 可 能 有 多 个 分 量 , 但 在 时 空空 间 只 
有 一 个 分 量 ,因而 是 一 个 自 旋 为 零 的 标量 场 ,用 w(z) 表 示 ,o 一 1 
2,…,n 代表 内 部 空间 的 分 量 指标 。 先 讨论 只 有 一 个 分 量 的 简单 情 
况 , 这 时 场 的 Lagrangian 可 写成 


2 
c= 到 apap SPA (13.2 一 了 


与 一 般 的 标量 场 不 同 ,这 里 /<0, 而 且 存 在 自作 用 项 一 地 pt(2 关 
0)。 

(13. 2 一 1) 描 述 的 Hises 场 ,其 质量 mm= /到 是 虚数 .在 内 部 
空间 反射 变换 p(z) 一 一 p(z) 下 , 场 的 Lagrangian 是 不 变 的 ,也 就 是 
说 系统 对 内 部 空间 反射 是 对 称 的 ,但 场 的 真空 态 在 内 部 空间 反射 
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变换 下 却 是 不 对 称 的 ,这 可 由 下 面 的 讨论 看 出 。 
真空 态 就 是 能 量 最 低 的 态 .把 场 量 p(z) 看 成 广义 坐标 ,而 相 
应 的 广义 动量 就 是 


A(z) 一 2 = 9g(z) 
场 的 哈密 顿 密度 (能量 密度 ) 是 
lz) 一 rz)9(z) — L» 
一 二 nz(z) + To) + Ep + Zp 
学 2 2 4 


由 于 上 式 的 时 空 导数 3,p 都 是 平方 项 且 系 数 为 正 , 故 场 的 最 小 能 
量 条 件 是 p(z) = 常数 = 9, 场 的 势 函 数 是 


rp) 一 和 + 9 (13.2 一 2) 
取 极 值 
=pp+ 2p = 0 = 一 分 
物 =A+ 3 一- 2 之 0 
所 以 Higgs 场 的 能 量 最 低 态 是 (如 图 13 一 1) ro) 
[2 一 一 一 
mw 一 "一 十 二 
{Tz -vb 区 
或 go 一 一 "一 一 | 
真空 态 的 能 量 图 13 一 1 
Bo—Vo=— 各 
我 们 可 以 选 定 


—— jt 
p=< lpl>o=v=+ | (13.2— 3) 


为 Higgs 场 的 真空 态 ,显然 ,在 内 部 空间 反 变换 9(z) 一 一 p(z) 
下 ,由 于 v 关 一 », 一 种 真空 变 成 了 另 一 种 真空 ,也 就 是 说 真空 态 在 
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内 部 空间 反射 变换 下 ,对 称 性 是 破 缺 的 。 
如 果 我 们 把 Higgs 场 p 做 一 平移 

gl (z) = pz) vo (13.2—4) 

新 的 Higgs 场 w (z) 的 真空 
Ho=<<|w| > 一 < lp| > 一 "一 0 
在 内 部 空间 反射 变换 w (z) 一 一 g'《z) 下 是 不 变 的 ,也 就 是 说 ,新 
场 的 真空 是 对 称 的 ,将 (13.2 一 4) 代入 (13.2 一 1) 得 到 新 场 的 
La grangian( 丢 掉 一 个 常数 项 ) 
A 


Sr 一 到 al Op 十 pg 一 Map 一 了 or 


(13.2 一 5) 
显然 ,由 于 出 现 w * 的 项 ,在 内 部 空间 反射 变换 下 ,新 的 La- 
8rangian 不 是 不 变 的 ,而 是 对 称 性 破 缺 ,这 时 Higgs 场 的 质量 


1n2 
一 = n= MV 二 2 


2 
是 实 的 , 综 上 所 述 ,Hgiggs 场 有 两 个 特点 :其 一 , 当 它 以 (13. 2 一 1) 
式 描述 时 ,质量 是 虚 的 ,在 内 部 空间 反射 变换 下 ,Lagrangian 是 对 
称 的 ,而 真空 态 是 破 缺 的 ;其 二 是 当 它 以 (13. 2 一 5) 式 描述 时 ,质量 
是 实 的 ,Lagrangian 是 破 缺 的 ,而 真空 态 却 是 对 称 的 ,这 就 是 Higgs 
场 的 破 块 对 称 性 , 常 称 为 自发 破 缺 对 称 性 (Sponianeously broken sym- 


metries) 。 


$13.3 和 希 格 斯 机 制 


利用 Higss 场 的 破 缺 对 称 性 ,借助 本 节 所 介绍 的 Higgs 机 制 ， 
可 使 原来 没有 质量 的 规范 场 获得 质量 ,从 而 使 规范 理论 克服 了 一 
个 重大 困难 ,将 理论 向 前 推进 一 大 步 . 下 面 我 们 以 有 两 个 分 量 的 
Higgs 场 为 例 来 阐述 Higgs 机 制 的 基本 思想 。 
1. 整体 规范 破 缺 对 称 性 
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对 内 部 空间 有 两 个 分 量 的 Higgs 场 , 其 Lagrangian 是 
cr 一 去 (ap 十 言 (ap02 一 去 2( 财 十 8 一 于 (周二 9 
CS 1 
可 用 相互 共 癸 的 复数 志 
9(z) = lz) 十 igz(z) gt (z) = pi(z) 一 192z(z) 
来 代替 py 和 mr, 将 上 面 的 Lagrangian 写成 


1. 


一世 


2 
aug+ Fp 一 分 (+ 9) 一 车 (pt 多 )2 
《13.3 一 2) 


取 极 值 可 得 到 真空 态 (Tacuamn site) 


， 一 42 
< | ofg| >。= "一 /ZY (13.3— 3) 


显然 ,对 于 整体 规范 变换 
pz) 一 ol (z) 一 ep(z) 
pt (z) 一 gt’ (z) = 9+ (z)ew (13. 3 一 4) 
(13. 3 一 2) 所 表示 的 Lagrangian 是 不 变 的 ,但 (13. 3 一 3) 所 表示 的 
真空 态 却 不 是 不 变 的 (由 于 内 部 空间 转动 ,改变 了 真空 态 的 方向 )。 
所 以 Higgs 场 对 整体 规范 变换 是 破 缺 对 称 的 , 即 Lagrangian 对 称 ， 
真空 态 不 对 称 ,或 反 过 来 。 
2. 局 域 规范 破 缺 对 称 性 
(13. 3 一 2) 所 表示 的 Higgs 场 的 lagrangian 和 (13. 3 一 3) 所 家 
示 的 Higgs 场 的 真空 (vcwsm) ,对 下 列 的 局 域 规范 变换 
9(z) > 9 (z) 一 ep(z) 
VB+ (z) 一 gt (z) = gt (z)ew (13.3 一 5) 
却 不 是 不 变 的 ( 即 不 对 称 )。 为 使 理论 具有 对 称 性 , 像 以 前 一 样 , 必 
须 引 进 规范 场 4(z) ,把 (13. 3 一 2) 中 的 导数 变 成 协 变 导 数 , 即 
dD,= 3,— ieA,(z) 
再 加 上 自由 的 规范 场 就 得 到 
22 = 方 (@ 十 ieA)gt (光一 ieA Vg 一 (p+ 9p) 
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pt mo 一 了 Pr (13.3 一 6) 


其 中 Pen 一 ao4, 一 34v 
显然 新 的 Lagrangian (5. 3 一 6) 对 Higgs 场 的 局 域 规范 变换 (13. 3 一 
5) 和 规范 场 的 规范 变换 


Alz) > hlz) — Tas) (13.3 一 7) 


是 不 变 的 .但 Higgs 场 的 真空 态 在 局 域 规范 变换 下 仍然 改变 方向 ， 
故 (13. 3 一 6) 表 示 的 理论 是 一 个 局 域 规范 破 缺 对 称 的 理论 。 
3. 参数 化 
(13. 3 一 6) 所 描述 的 系统 ,规范 场 4.(z) 仍 然 没有 平方 项 , 即 规 
范 场 仍然 没有 质量 ,因此 ,必须 通过 参数 化 的 方法 进一步 处 理 , 即 
不 用 gi 和 gz 表 mw, 而 是 引进 两 个 新 的 实数 场 ,一 是 ? 场 , 它 沿 真 空 
态 矢 "的 方向 , 另 一 个 是 上 场 , 它 与 真空 态 矢 " 垂直 。 我 们 按 参 数 
化 
gz) =er7L ERI + ) 
《1i3.3 一 朱 
p+ (z) 一 ezp[ 一 2] + | 
表示 9(z) 场 ,由 于 (13. 3 一 3) ,新 场 的 真空 值 是 零 , 即 
<ln>=0 <|lsl>.=0 (13.3 一 9) 
将 (13. 3 一 8) 代 入 (13. 3 一 6) 得 


HD] + 8, — ieh,) 


S2 = 地 (2, 十 ieh)exp[—i 
2 
ep[i 代 2] Gw 十 办 一 全 十 和 )? 一 地 Go 十 力 ' 
去 TPP = 到 (am 十 pF 十 2)? 十 en 


一 于 PP 一 到 oz 十 三 次 方 以 上 的 项 (13. 3 一 10) 


可 见 在 局 域 规范 变换 (13. 3 一 5)、(13. 3 一 7) 下 ,新 场 7,4 的 真空 态 
是 不 变 的 ,但 系统 的 Lagrangian 却 不 是 不 变 的 ,这 是 又 一 种 局 域 规 
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范 玻 缺 对 称 性 .这 里 Higgs 场 n 具 有 实质 量 wm 二 一 22, 规范 场 
获得 了 质量 m4 = ev。 但 却 出 现 了 无 质量 的 自 旋 为 宕 的 标量 场 , 对 
应 的 粒子 称 哥 尔 斯 通 (Goldstone) 粒 子 (目前 尚未 发 现 )。 另 外 ,还 出 
现 了 “(z) 和 4v(z) 直 接 两 点 耦合 ,这 些 都 是 人 们 所 不 期 望 的 。 

4. 么 正规 范 

我 们 利用 规范 自由 度 (gauge degrees of freedom) 可 以 消除 Gold- 
stone 粒子 和 两 点 耦合 方式 ,所 谓 规范 自由 度 是 指 Higgs 场 p(z) 和 
规范 场 4,(z) 在 规范 变换 (13. 3 一 5) 和 (13. 3 一 7) 下 ,由 (13. 3 一 6) 
式 表示 的 Lagrangian 是 不 变 的 , 即 

pe 


= + eh pt (DG 一 id )p (2) 一 全 pr (a (2) 


— pt Cg CD) 一 二 PP (13.3— 11) 
其 中 F' ,= 9,A',— 9A', 
将 参数 化 了 的 w(z) 场 ( 见 13. 3 一 8) 和 4,(z) 一 起 作 规 范 变换 ， 
并 令 规范 参数 4(z) 一 全 2 即 
&z7] 


u(0) 一 u(€) = ezp[—i 3 
那么 ,对 (13. 2 一 8) 的 p(z) 和 4,(z) 作 规范 变换 的 结果 是 


ECGz) 


也 


Ps) > 9 (z) =ezp[— i ]g(z) 一 "十 了 


gt (z) > gt (z) =ezp[i Jp+ (z) 一 uv 十 7 


1 
4(z) 一 4 wz) 一 4o(z) 一 7) 
(13. 3 一 12) 
将 上 式 代入 前 式 得 


GS = tik DG 十 HaD)(3 一 it DG 二 9) 
2 
一 生 @ 十 9G)7 一 于 十 CD) 一 村 PP 
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一 去 (32 十 pr 一 ho — 了 一 DekinC2o + (2)) 
ev = jr _P' (13.3 一 13) 


这 个 结果 表明 ,由 (13. 2 一 13) 表 示 的 Lagrangian 不 是 规范 对 称 的 ， 
但 由 于 二 17|>>。=0 故 Higss 场 的 真空 仍 是 对 称 的 ,这 是 Higgs 场 
对 称 破 缺 的 又 一 种 形式 。 这 时 6(z) 场 不 见 了 , 它 变 成 规范 场 4'。 
《z) 的 纵 分 量 , 零 质量 的 标量 粒子 一 Goldstone 粒子 和 两 点 耦合 方式 
消除 了 ,规范 场 4 ,(z) 获 得 了 质量 my ,一 oo,Higgs 场 有 实质 量 mw 
= ~ 一 7 懈 , 是 实 粒 子 了 ,从 而 使 问题 得 到 圆满 解决 ,可 以 证 明 , 当 
Higgs 场 有 "个 实 分 量 时 ,通过 Higgs 机 制 , 可 使 "一 1 个 零 质 量 的 
规范 场 获得 质量 。 


8$13.4 弱电 统一 规范 场 论 (G. W.S 模型 ) 


在 这 一 节 , 我 们 以 近年 粒子 物理 的 一 个 重大 突破 一 弱电 统一 
规范 理论 为 例子 ,来 说 明 上 几 节 发 展 起 来 的 规范 对 称 性 理论 的 应 
用 .我 们 已 经 看 到 ,电磁 相互 作用 是 规范 对 称 性 理论 , 荷 电 粒 子 ( 荷 
电场 ) 之 间 不 是 直接 相互 作用 ,而 是 通过 一 种 规范 粒子 (规范 场 ) 一 
光子 (电磁场) 传递 相互 作用 。 例 如 两 个 电子 的 散射 ,可 用 图 形 ( 又 
称 费 曼 图 ) 形 象 地 表示 出 来 (如 图 13 一 2a) 。 

以 前 认为 弱 相 互 作用 是 四 费 米子 (Fermion) 直 接 相 互 作用 ,如 
6 衰变 

“np+etr, 


多 p be 
> 
@ p LL Ea 
a) b) c) 


图 13 一 2 
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可 用 图 13 一 2 b 表示 .这 种 四 费 米 子 直接 相互 作用 理论 虽然 取得 
一 定 成 功 ,但 进一步 研究 发 现存 在 不 可 重 整 化 等 困难 .仿照 电磁 作 
用 , 人们 认为 弱 作 用 也 是 通过 中 间 矢量 玻 色 子 (iuermetinle vector 

1aosons)W 传递 的 ,相应 的 费 曼 图 如 图 13 一 2。 ,W 粒子 对 应 的 场 就 
是 一 种 新 的 规范 场 。 

由 于 电磁 作用 和 能 作用 都 是 通过 规范 场 传递 的 规范 理论 , 它 
们 有 相似 之 处 ,经 过 研究 ,终于 把 这 两 种 作用 ,在 规范 理论 的 框架 
中 统一 起 来 。 因 为 强 作用 ,是 通过 规范 粒子 ( 胶 子 ) 传 递 的 ,也 是 规 
范 理论 ,人 们 进一步 企图 把 强 作用 , 弱 作用 和 电磁 作用 在 规范 理论 
的 框架 中 统一 起 来 ,这 就 是 所 谓 大 统一 理论 ,这 种 研究 已 有 一 定 的 
进展 ,下 面 病 述 如 何 借助 规范 对 称 性 理论 把 弱 作 用 和 电磁 作用 统 
一 起 来 (G.W. 5. 模型 ) 。 
1. 费 米子 场 
基本 的 费 米子 是 自 旋 为 志 的 粒子 ,规范 理论 中 的 实 粒子 ( 轻 子 
和 夸克 ) 都 是 这 种 费 米子 ,它们 对 应 的 是 费 米 子 场 », 满 足 熟 知 的 
Dirae 方程 
(iya;— my=0 (13.4— 1) 
其 中 (这 里 我 们 定义 的 Dirac 矩阵 与 前 面 定义 的 稍 有 不 同 , 帮 
Dirac 方程 也 稍 有 不 同形 式 ,这 不 影响 我 们 的 讨论 .这 里 的 ?就 是 
以 前 的 yy 是 以 前 的 y 乘 上 虚数 5ys 和 以 前 的 差 一 负 号 ) : 
y= | yl, y= fa, w=p 
1 0 0g 
>-2-| "|. 。- o 0 
在 标准 表象 中 o 泡 里 矩阵 
0 1 0 一 

' 站， | 

f° 

一 1 0 


0 o 


» v= po | 


“| 


y= = iyy pp 一 


它们 满足 如 下 关系 
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ry 十 yi 一 29 
?sj 十 zs 一 0 


13.4 一 2 
xD 一 Ze=0 .4 2 
py =— yi 
10 0. 0 
0—-1 0 0 
其 中 0 
00 0 -1 
在 动量 表象 中 Dirac 方程 是 “ 
(yp — m)p=0 (13.4 一 3) 
定义 手 征 算 符 (Chirality operalor) 
并 P= +, Pr= 13 (13.4 一 4) 
它们 有 正 交 性 (注意 并 = 1) 
PP 1. 
单 堵 性 
Pps 一 + 让 生 . 直 如一 十 约 十 六 p 
PaPr = PR 
完备 性 


Pt Pott+ 31 
定义 手 征 旋 量 场 (Chirality spinor field) 


左旋 态 和 = Pry 二 十 ey 
(13.4 一 5) 
右 旋 态 pr= Pry 二 ly 


NA 


显然 和 十 二 p， yopz 二 $i， yspr =— pr (13.4 一 6) 
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定义 涡 度 算 符 
Wy 
Pr 一 TF Py=1 
以 8 左 乘 (13. 4 一 3) 得 : 
BYE—y:p— myp=0 
即 by* py = (B— pm)y 
用 (13. 4 一 2) 第 四 式 , 将 上 式 改写 成 
EPpp=(— B+ bm)y 
用 xx 左 乘 上 式 两 边 得 
TZ: pp pn) 一 (— BE— pm)(ypr — pn) 
利用 (13. 4 一 2) 第 二 式 可 将 前 式 写 成 
T+ pp — pn) = (— B+ pm)(pr + pn) 
联 立 解 上 面 两 式 得 . 
ZT: ph =— By mpyn 
ZL * pyn 一 Bt 一 mpyr 
当 和 = 一 0 时 得 
ZT: ph =— Eyr 
TZ* py 一 Ey 
这 时 ,pc 和 pr 分 别 是 涡 度 算 符 的 本 征 值 为 一 1, 十 1 的 本 征 态 。 这 
就 是 和 ,Yr 分 别称 为 左旋 态 和 右 旋 态 的 来 历 .但 由 于 在 一 般 情况 
《m 天 0) ,pc, 加 不 是 涡 度 算 符 Pa 的 本 征 态 , 故 这 一 命名 不 完全 确 
切 。 
2. 费 米 V 一 A 弱 作 用 理论 
费 米 等 人 首先 提出 , 弱 相 互 作用 是 一 种 四 费 米 子 直接 相互 作 
用 ,其 相互 作用 Lagrangian 具有 如 下 形式 
Sew ~ BTh* pT he 
其 中 卫 是 由 狄 拉 克 和 矩阵 构成 。 
后 来 ,经 过 长 期 对 实验 进行 分 析 研究 ,认为 弱 作 用 有 如 下 形式 
@ 


一 w= ih (13.4— 7) 
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其 中 = 5,(1 十 yD) 十 gouys(1 十 ?65)8 十 giuy,(1 十 ys)s 
(13.4 一 8) 
这 里 ,用 粒子 符号 代表 相应 的 场 , 即 "表示 轻 子 场 4,s 表示 
奇 克 场 ,由 于 $y, 和 wysy 分 别 是 协 变 矢量 (用 Vv 表示 ) 和 履 矢 量 
(用 4 表示 ) 故 称 为 V 一 A 弱 作 用 理论 ,这 种 V 一 A 理论 是 流 一 流 
直接 相互 作用 理论 .以 后 将 看 到 在 规范 理论 里 , 弱 作 用 是 流 ( 费 米 
子 流 ) 一 场 (规范 场 ) 相 互 作用 , 即 Sfx ~ J W,,W, 是 规范 场 。 
3. 轻 子 弱 作 用 
对 于 轻 子 弱 作 用 ,(13. 4 一 8) 简 化 成 
T= ly =r + ye (13.4— 9) 
利用 手 征 算 符 的 单 堵 性 3 与 yo 的 反对 易 性 以 及 ys 的 厄 米 性 ,有 
油 一 了 二， 关 二 宕 j= 二 类 
利用 这 些 关系 ,可 将 (13. 4 一 9) 写 成 
J,= 2Ju (13.4 — 10) 
J = Vydr (13.4 一 11) 
故 弱 作用 流 是 左手 流 (左手 场 的 流 ), 而 电磁 作用 流 


JP 一 一 PMA 


有 右手 场 也 有 左手 场 。 
我 们 可 以 进一步 改写 (13. 4 一 10) 令 


区 所 


i 


为 同位 旋 空间 的 二 重 态 , 取 同位 旋 算 符 


0 1 0 
1 0 “™|: 0o 


(13. 4 一 10) 可 写成 
J = Ly, Sy (13.4 一 11) 
为 进一步 作 理论 上 的 推广 ,引进 同位 旋 流 


T1 一 
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Jo = Ly, ZL 


于 是 (13. 4 一 11) 写 成 
Jrs = Th + TB, 
将 上 式 代 入 (13. 4 一 10), 再 代入 (5. 4 一 7) 得 
— Lr=2V/2GTIV+ TIY) (13.4— 12) 
上 式 只 对 绕 同 位 旋 第 三 轴 的 转动 


L>L = ep[— 全] 


不 变 。 为 使 对 任意 的 同位 旋转 动 
LL = erp[—idF]L (13.4 一 13) 
不 变 ,应 加 上 
= Ly FL 
的 平方 项 ,使 成 为 
— w= 2 I, Jt (13.4 一 14) 


上 式 对 同位 旋 空 间 的 任意 转动 保持 不 变 。 的 确 ,在 无 穷 小 变换 下 
DV 一 (1 一动 到 并 


D =L0+iw) 
We) Wy 
DF 一 ZI 十 和) DL 
i eT (6 一 ge) 蕊 王 
LF+ oF DL = (ie — Om)L FL 


A ry 


3 FL =(6» + O82) C6 十 bf emo)L FLL 一 


2 


天 
一 (ju 十 2beav LoL oT 工艺 工 3Z 


所 以 (13. 4 一 14) 是 对 任意 同位 旋 空 间 转动 不 变 的 , 即 同位 旋 守 恒 。 
4. 轻 子 弱电 作用 统一 规范 理论 
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对 弱 作 用 和 电磁 作用 特点 有 上 面 的 了 解 之 后 ,我们 可 以 借助 
前 面 几 节 所 阐明 的 方法 ,建立 弱电 统一 规范 理论 。 
(1) 规 范 变 的 
上 面 已 经 看 到 ,， 弱 作用 对 如 下 规范 变换 
az(6) = exp[— 竣 * T] 
不 变 (T= 地 ), 而 电 破 作用 对 以 下 规范 变换 
u(0) = exp[— 0] 
不 变 。 由 于 这 里 的 场 量 »,! 带 不 同 电荷 ,不 是 8 的 本 征 态 , 所 以 选 
超 荷 Y 代替 8, 上 式 改写 成 
u(0) = exp[ 一 | 


其 中 到 =6 一 和 (13.4 一 15) 
联合 ww 和 w, 弱电 统一 的 规范 不 变 的 变换 应 是 
uO)exp[ 一 让 * 人 一 i 地] (13.4 — 16) 
(2) 规 范 场 


为 使 理论 对 定 域 规范 变换 保持 不 变 ,必须 引进 规范 场 . 由 于 了 
有 三 个 分 量 , 故 相应 于 三 个 规范 场 尺 (z)(Gi 一 1,2,3); 亏 对 应 一 个 
规范 场 B.(z) 。 像 以 前 一 样 对 应 的 规范 场 强 分 别 为 ; 


Fr =aA, 一 ah +oAXxA (13.4 一 17) 
和 Bu 一 3.B, 一 3B, 
规范 场 的 自由 Lagrangian 是 
Sy =— P,P"— JBB" (13.4 一 18) 


像 以 前 一 样 ,在 规范 变换 
A,.: T— A',*T =exp[— i * T]A,. TexpLigT] 
+ 了 [~ 动 .T]aexp[ig * T] 
BB,=B, -0 
下 ,自由 规范 场 的 Lagrangian Sy 是 不 变 的 。 
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(3) 轻 子 场 

前 面 已 经 看 到 ,对 弱 作 用 , 轻 子 只 有 左手 场 , 中 微 子 没有 质量 ， 
也 只 有 左手 场 ;对 电磁 作用 , 轻 子 有 左手 场 也 有 右手 场 , 故 可 把 轻 
子 ( 包 括 中 微 子 ) 场 写成 二 重 态 和 单 态 , 即 
vr 
i 和 情 
在 规范 变换 下 ,同位 旋 二 重 态 , T = 五! 单 态 了 = 0. 对 于 超 荷 ,二 
重 态 工 取 


L= 


将 上 述 结果 代入 (13. 4 一 16) ,得 到 轻 子 场 的 规范 变换 
LL =exp[— 认 “3 + 


及- 一 ea (13.4 一 19) 
轻 子 场 的 Lagrangian 为 
,= 涝 xx 十 tvBta 
它 在 整体 规范 变换 下 是 不 变 的 ,要 求 理 论 对 于 局 域 规范 变换 不 变 
就 要 将 导数 3, 改写 成 协 变 导 数 D,, 于 是 局 域 规范 变换 不 变 的 La- 
grangian 是 
Ey LF A+ i OL 

,+ Cy + ig! yp a (13.4 — 20) 
其 中 考虑 到 右手 场 只 与 B, 的 场 有 作用 ,而 左手 场 与 4 和 B, 场 都 
有 作用 。 另 外 ,上 式 不 包含 轻 子 场 的 质量 项 (平方 项 ) ,是 因为 轻 子 
包括 了 没有 质量 的 中 微 子 ,而 有 质量 的 轻 子 (如 电子 等 ) 可 通过 
Higgs 机 制 获得 质量 。 

308 


一 


(4)Higgs 场 

为 使 部 分 轻 子 场 和 部 分 规范 场 获得 质量 ,必须 引进 Higgs 场 ， 
并 利用 Higgs 机 制 。 

在 我 们 的 理论 中 有 四 个 规范 场 A, 和 B,, 而 参与 弱 相 互 作用 
的 粒子 中 ,光子 (对 应 电磁 场 ) 没 有 质量 ,三 个 中 间 玻 色 子 都 有 质 
量 , 故 Higsgs 场 至 少 要 有 四 个 分 量 , 才 能 使 4 一 1 一 3 个 规范 粒子 获 
得 质量 .我 们 选取 一 个 带 正 电 (8=1) 的 复数 场 ( 共 二 个 实 分 量 ) 和 
一 个 中 性 的 复数 场 ( 也 有 二 个 实 分 量 ) 共 有 4 个 实 分 量 , 让 它 像 左 
手轻 子 场 一 样 组 成 二 重 态 ,表示 为 
9+ (7) 


(GD 一 | we (13.4 一 21) 
1 
4 1| 2 ep 
这 时 we 2-|| 1| 2 
所 以 Higgs 场 的 规范 变换 是 


pO (5) = esp[— 0 T ig] (13.4 一 22) 
其 自由 场 的 Lagrangian 是 


1 ,= 2 一 和 -一 
So 一 本 2899 — S99 — 4 PP)? 


为 使 它 的 Lagrangian 具有 定局 规范 变换 不 变性 ,必须 做 如 下 变换 。 


a 
QD = (yA i FB) 


它 的 规范 不 变 的 Lagrangian 是 
Sm = 壮 葬 “Drp— op — 地 (Gp) 


= 二 p+ 十 gr: A +g' B,) 
2 2 2 

l i i p+ 

DO DD 
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-末末 列 曾 


gt 
gp 


45+p) |” 
村 (9 十 pl 必 


(13.4 一 23) 
为 了 避免 混淆 ,我 们 用 一 表示 厄 米 共 瑰 。 
Higgs 场 的 真空 值 为 


<| /和 | >。= "一 fo 


2 
我 们 选取 真空 态 为 
0 


也 


go 一 


对 于 规范 变换 (6) 二 exp( 一 刘 . 工 一 反 去 ) 显 然 , 这 是 一 个 破 铅 对 
称 的 真空 , 它 对 


一 和， 一， 一 
是 不 对 称 的 ,因为 
0..1 0 S| 
总 二 本 
ol lo 


故 在 多 无 穷 小 转动 变换 (exp[ 一 i941, 了 如 ] = 1 一 四 怠 ) 下 ， 
= (1 一 光子 )po 一 go 一流 人 go 关 9 


同 理 
0 


0 


a _ |。 

0 | -| 

故 对 对 应 的 规范 变换 ,真空 态 也 是 不 对 称 的 ,但 因为 
t+Y 1 0| | 
#5n -| | 上 > 


故 对 对 应 的 规范 变换 ,真空 态 是 对 称 的 ,注意 到 9 一 全 二 了 ,这 就 
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0 
T2060 一 
i 


0 


表示 电荷 是 守恒 量 , 而 超 荷 7 不 是 守恒 量 。 

(5) 参 数 化 和 么 正规 范 

像 以 前 所 讨论 的 一 样 ,要 用 参数 化 方法 引进 新 场 “ 和 9， 使 
Higss 场 的 真空 对 称 。 但 这 必 带 来 自 旋 为 零 的 Goldstone 粒子 .为 消 
除 Goldstone 粒子 ,我 们 又 要 进行 么 正规 范 。 


对 Higgs 场 进行 参数 化 得 
一 0 
pz) = exp[ 汪 (2) 全 十 语 (z) 全 十 区 (2) 全 |, es 
再 进行 么 正规 范 得 


bE Pst 


Fp) 


(2) =exp[ 一 二 (z) 字 一 放 (z) 全 一 放 (z) 
0 

v 二 7 

当然 ,对 规范 场 和 轻 子 场 也 要 进行 以 名 (z)、62(z)、s(z) 为 参数 ,以 

和 mas7s 一 地 为 生成 元 的 么 正规 范 变 换 .根据 Lagragian 的 规范 不 


变性 质 ,把 变换 后 的 场 代替 变换 前 的 场 就 得 到 新 的 Lagrangian, 即 
对 Higgs 场 ,用 


0 
v + 9(2) 
作 代 换 ,对 其 它 场 ,可 不 必 改 写 ,只 要 理解 为 么 正规 范 变换 后 的 场 
就 可 以 了 .对 (13. 4 一 23) 作 (13. 4 一 24) 的 代 换 得 


Sn = 9v 十 n+ 9r 。 义 十 总 B) 


PC(z) 一 (13.4 — 24) 


下 


一 jr | 


v7 
一 全 (+ 一 Fo + 


一 二 29% 十 2 一 4 一 地 
— $+ DC — i C4 + i 
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Re 于 二 Dg pb, — gh3)’ (13.4 — 25) 


(6) 规 范 场 的 质量 
如 (z) 和 B,Cz) 都 是 实数 场 ,只 能 描述 中 性 粒子 。 人 们 推测 传递 
弱 作 用 的 中 间 玻 色 子 是 有 电荷 的 ,应 用 复数 场 来 描述 .因此 ,定义 


1 
Wz 二 -万全 干 2)， 包 一 gh: — 9' B,) 


1 
TDR 

(13.4 — 26) 
将 它们 代入 (13. 4 一 25) 得 


2 
Son = 了 ng 十 寻 一 和 一 人 一 攻 @ 十 几 古 1 
一 二 二 gv + DD (13.4 — 27) 


a 
量 , 分 别 为 : 
Higgs 场 ?的 质量 m= 一 2 


荷 电 的 弱 作 用 规范 场 w+ 的 质量 mw 一 二 rw， 


中 性 弱 作 用 规范 场 2 的 质量 “mez = 立 /二 9m 

可 见 通 过 Higgs 机 制 使 由 (13. 4 一 26) 定 义 的 三 个 规范 场 获得 
了 质量 . 另 一 个 没有 质量 的 规范 场 即 光子 场 可 通过 下 面 方法 确定 : 
定义 温 柏 格 角 er 为 


tb 一 此 ， dy cosbw 一 9 
”4 MrT Vit 


代入 (13. 4 一 26) 得 
Z, = 43eosbw 一 Bisinbw 

这 是 一 个 正 交 变换 的 形式 ,光子 场 4, 应 是 另 一 个 正 交 变换 后 的 

场 , 它 可 由 下 式 求 得 

Z| 


4 一 Singw ”casbw 
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Ah, = ASsinbw 十 Bucosbw 一 (9' 全 十 9B) 
(13.4 一 28) 
这 就 是 光子 场 的 表示 式 。 
(7) 轻 子 场 的 质量 


由 于 轻 子 包括 电子 .“ 子 .* 子 和 它们 相应 的 中 微 子 ,中 微 子 没 
有 质量 , 故 在 轻 子 场 的 Lagrangian 中 不 包含 质量 项 .但 通过 Higgs 
机 制 ,同样 可 使 一 些 轻 子 场 获得 质量 .我 们 设想 轻 子 场 和 Higgs 场 
的 相互 作用 Lagrangian 有 汤 川 (Yukawa) 耦 合 的 方式 (每 项 包含 一 
个 玻 色 子 和 二 个 费 米子 ) 
Lp 一 一 GCTpin 十 ipL) 


一 一 Gjril 


p+ 了 一， 一 | | 号 
| + inlgt a as 4 一 29) 
9 [2 
然后 对 Higgs 场 作 参 数 化 和 么 正 范 变换 , 即 做 (13. 4 一 24) 的 变换 
后 得 到 
中 
万 


So =— Gel 十 ial0v+ 7| 


口 十 也 
一 一 GG + Wid (V+ Dz] 


利用 。 i = 夺 yh 一 沾 上 寺 yo 上 也 力 


i 于 二 ,Np eh 
人 加 (一 7 9 和 一 7 一 7 
和 让 1—%, 1 十 遍 -71 十 其 
= = hg ll 
rt n= 
所 以 So 一 一 Go + DU (13.4 一 30) 
上 式 表明 轻 子 的 质量 是 m = Gw 


(8) 中 性 弱 作 用 流 
从 (13. 4 一 20) 的 我 们 可 找 出 轻 子 和 规范 场 的 相互 作用 项 
为 
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Ls Tp A — SrBOL 一 9 Jo“BAs 


本 革 942 一 9 了 9(4 一 iA2) zr 
二 及 一 开 | 邦 
2 jg(4' ,+ i42) —gh4—yB, [A 
一 g' laylnB, (13.4 一 31) 
利用 W+,2r,4, 的 表示 式 (13. 4 一 26)、(13. 4 一 28) 可 将 上 式 写成 
MT V2gwt 
Sts = ll 2 AZg1V7 5+ 和 网 


本 we 


= 和 Wi + Wrlrrr) 


+ MF TID + sintonlyt) 


— — i 
久 十 乡 


-id + ys 十 WiIr(l 十 5)») 


+ Et ra + yr 十 Be(4singby — 1 一 6) 人 


-A (13.4 — 32) 
党 9 

可 见 除 了 包含 与 Wz 有 关 的 带电 弱 流 项 和 与 4, 有 关 的 电磁 
流 项 外 ,还 包含 有 与 2。 有 关 的 中 性 弱 流 项 .可 用 费 曼 图 表示 (图 13 
一 3)， 

中 性 弱 流 作用 是 GWS 模型 的 特点 实验 上 很 难 发 现 中 性 弱 
流 ,模型 提出 后 做 了 很 多 实验 检验 ,结果 与 理论 一 致 

综 上 所 述 ,在 轻 子 弱电 统一 规范 理论 中 ,系统 用 如 下 的 La- 
grangian 来 描述 

L = + Lt Ln Ls 
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其 中 规范 场 的 Lagrangian 是 (13. 4 一 18) 


,=— FP Pr — FB-B 


13—3 
规范 不 变 的 轻 子 场 的 Lagrangian 是 (13. 4 一 20) 
=i i A+ i BL 
十 hh(y9, 十 ig' 六 Bu) 
规范 不 变 的 Higgs 场 的 Lagrangian 是 (13. 4 一 23) 
Sm 一 二 他 十 er “A 十 好 ,) 
*(a, 一 9r “A,— 和 Bo)9 


i 和 
-py 


gt 
5 


其 中 p= 
9 


规范 不 变 的 轻 子 场 和 Higgs 场 相互 作用 的 Lagrangian 是 (13. 4 
一 29) 


Ein =— GZpia + inpL) 
对 于 夸克 (quark) 场 弱电 统一 规范 理论 ,也 可 用 上 述 方 法 获 
得 〈 把 式 中 的 轻 子 用 夸克 代替 )。 
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附录 I 


粒子 简 表 


类 别 | 粒子 mMeV/o) | QIPII| 1s TCS) 粒子 
规 光子 | ? 0C<6xlo-2z 咱 0|ioi 0 稳定 y 
范 | 中 间 |w#| 80800 站 1 I<7GeV 
粒 [we 92900 0|11 T<8. 5GeV 
下 | 胶 子 | 9 0 ofl 稳定 
中 | *» pC<0.00006)| 0 1 稳定 
微 |w | 0%(<0.57) | 0 | 元 | 稳定 国 
轻 | 子 |w| od64) |o| 地 稳定 司 
子 电子 | e- | 0.5110034 上 1 元 稳定 et 
2 pr- | 105.65946 [中 却 2. 197120X10 一 | p+ 
重 轻 子 | 一 1784 ls 一 2.3X10-22 | 7 
人 mt | 139.5669 化 10- 加 +1 | 2.6030X10-: | z+ 
| 134.9626 | 9010- 0 0.828X10-* | 到 
介 | 介子 | ? 548.8 |0|0|0| 0 T=0. 85KeV 妇 
性 K+| 493.669 此 1o-| 1| 土 | 上 2371X10 ”| 二 
子 ~ Fe EIEN 
a 497.67 | oj 0. 8923X10-™ 
了 5.183X10- 
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可 (MeVVe) 


[a 


3.5X10-3 


T=67 土 12KeV 


938. 2796 


稳定 (>10y) 


核 了 
下 | 子 939. 5731 
” | 
4 超 1115. 60 2.632X10-a | 4 
| 
zp |2+| 1189.36 0.800x10- | + 
超 | 二 | 1192.46 5.8X10-a | 袜 
重 子 |z-| 1197.34 1.482X10-2 | 了 


1314. 9 


2.90X10-2 


1321. 32 
1672. 22 


1.641X10-2 


0.82X10-2 


2273 


一 7X10-8 
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附录 工 ”; 函数 


1.5 函 数 的 引进 
4 函数 是 Dirac 根据 物理 上 的 需要 而 并 首先 提出 的 ,所 以 又 称 
为 Dirac 5 函数 。 
设 有 质量 为 1 长 度 为 人、 密度 均匀 A 
的 细 杆 , 则 其 密度 (图 I 一 1) W/L 
1A lIz| 2 


nw = lz| > 22 2 0 a” 


EE px)dz = 1 图 1 一 1 
一 /2 


令 />0( 缩 成 一 点 ) ,质量 保持 不 变 , 记 为 : 


lim px(z) = 6(z) 
ed 
co z=0 
1 6 2 1 
则 有 Ke { x0 
和 六 ee = | dz)dz = 1 


其 中 区 间 ( 一 *e) 包 含 * 一 0 点 上 式 又 可 看 做 6 函数 的 定义 , 它 具 
有 奇异 的 人 性质: 在 z=0 点 附近 的 小 范围 内 数值 为 无 穷 大 ,而 其 余 
处 处 为 零 . 它 描述 的 分 布 是 一 种 理想 的 点 模型 分 布 ,在 物理 应 用 方 
面 是 十 分 广泛 的 .如 果 不 十 分 追求 数学 上 的 严格 性 , 它 将 等 于 一 个 
非 奇异 函数 的 某 种 极限 。 

2.5 函 数 的 几 种 表示 

5 函数 常 可 表示 成 一 个 非 奇异 函数 的 极限 。 


(1) 6(z) =lim 1 = z 一 0 
~0 V2xa 0 z 天 0 
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站 ez/zdz = 1 


-~ V2ra 
(2) 6(z) 一 二 im 二 
(3) 6(z) = 二 im 怨 实 
让、 in2 
(4) 59) =m 圈 下 
“d 1 
(5) 4(z) 一 二 9Gz)， 4(Gz) = 人 1 
1 f+m 
(6) (2 = Tory| edt 
容易 证 明 (1) 一 (4) 满 足 5 函数 po 
定义 的 性 质 。 下 面 证 明 (5)、(6) 式 | 
也 满足 6 函数 的 性 质 。 
阶梯 函数 9(z)( 图 工 一 2) 在 z 0 
一 0 处 ,斜率 一 co ,而 在 z 天 0 处 斜率 
一 0, 故 有 1—2 
dc _，，_ 1coz=0 
de I z 天 0 
而 且 
00) -oo-)=1 
所 以 阶梯 函数 的 微 商 是 一 个 5 函数 .对 于 式 (6) 可 改写 成 
1[> ， NL as 
到 et mt 
+ | 下 
Wp, a 1 1 
| 


这 就 是 式 (2) 。 所 以 


6(z) = 去 | ee 
上 式 可 推广 至 三 维和 由 维 的 情况 , 即 
6 (x) = 


i 
Cor) dr 


6 (z) = 这 | ea p= 1,2,3,4 


3.6 函数 的 性 质 
(1) 6 函数 是 偶 函 数 5(z) = 5( 一 z) 


证 ， 下 6( 一 z)dz [sar 二 『 6(z)dz= 1 


于 是 [cc 2) ~ 6(2)Jdz =0 


6( 一 z) 和 6(z) 除 z = 0 点 外 均 为 零 , 歼 6( 一 7z) = 6(z)。 
由 6(z) 为 偶 函 数 , 还 可 得 到 


oo 0 1 
[ 6(z)dz 一 [ser 过 


(2 eken) = PT) 
利用 (1) 式 有 
”sodz= 证 六 sepadolp = 证 


(3) 三 了 Gz)5(z)dz = f(0) 


左边 = 站 fsaz = #00)| sdz = 4(0) 
类 似 地 有 
fe — dar = 100) 


I sz — a)6(s — bdz = 6(a — b) 
(5) z6(z2)=0 


(6) dpbz)] = > 把 二 人 = 2 
其 中 z; 是 plz) = 0 的 根 ( 设 plz) 只 有 单 根 ) 。 
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证 :在 附近 取 积 分 | 
n= [repoarecoDJa 
令 w= 9(z), 则 dw = gy (z)dz 
于 是 


5 JUf(z)6Gx) Tea TT 可 


lw GO du _f(a) 
=] fo) ip [ey 一 eesyl (zi 


故 对 各 附近 积分 得 


oo op 
6(r 一 一 ) 


人 0 = D> Te 
“ 例 1 9(z) = (z — a)(z — b) 单 根 z = az 一 5 (a 才 ) , 故 


、 有 


6[(z Ve)]= ste a)6(z — 5)] 
例 2 w(z) =z a 


5(z 一 a) =6[(z +a)(z— 5)]= a 十 a 十 Ss 一 o)] 


= 二 iec 十 a) 十 6(Gz 一 ao)] 
当 a=0 时 有 
|z16(z2) = 6(7z) 

4.6 还 数 的 导数 

奇异 的 5 函数 的 微 商 ,可 用 非 奇异 函数 的 极限 米 表示 。 

设 蛙 全 连续 (或 分 段 连续 ) ,6(z) 一 lim pu(z) ,Atz) 是 个 连续 
函数 

世人 =[ sec- 2 YE je 
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总 | df(z0) 
=tip a. — z0) a do 


分 部 积分 得 


d. et 9 
SE iim 0 Eps ~ sam 


=lim fco Rplz 一 adm 


= 人 yco 2ac 一 aam 


所 以 [Ez 一 .fd = (一 D 电 


类 似 有 六 [这 sm 一 51fcoda= 一 1 到 


并 且 有 6' (z) 一 一 小 (一 z) 
6o(z) = (— 1)*6%(— z) 
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附录 政 ” 维 克 (CWick) 定 理 


在 量子 场 论 的 微 扰 计 算 中 ,借助 Wick 定理 将 混合 乘积 (正规 
乘积 的 编 时 乘积 ) 化 简 为 正规 乘积 是 很 方便 的 。 
1. Wick 第 一 定理 
mm 个 算 符 的 编 时 乘积 (2 乘积 ) 可 以 唯一 地 展开 成 含有 各 种 可 
能 的 收缩 因子 的 正规 乘积 (N 乘积 ) 之 和 ,其 中 包括 不 含 收缩 因子 
的 零 个 收缩 因子 的 正规 乘积 .可 用 数学 式 子 表达 如 下 
T (pe ps) = Ne ps) 
十 ppaN (spe pe) 十 排列 项 
+ PpppeN (ps pe) 十 排列 项 
92 % -lg 十 排列 项 za 一 偶数 
gp + 排列 项 a 一 #) 。 上 
上 式 中 各 “排列 项 ”是 指 {1,2,3,…,n} 的 所 有 可 能 排列 项 , 例 
如 收缩 因子 mg 应 取 任何 可 能 的 一 对 场 算 符 。 但 把 收缩 因子 同 留 
下 的 YX 老 积 隔离 写 开 时 ,必须 采 上 一 个 因子 (一 1D)”,P 是 将 算 符 移 
到 一 起 进行 收缩 时 所 需 交 换 费 米子 算 符 的 总 次 数 。 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 式 。 
当 a 一 1 时 ,上 式 显 然 成 立 ; 当 a= 2 时 上 式 写 成 
了 (wypz) = NCmyz) 十 PP (2) 
这 正 是 算 符 收缩 的 定义 式 ,所 以 a=2 时 ,(1) 式 显然 成 立 . 设 在 4 
时 , (1) 式 成 立 ,证 明 s 十 1 时 也 成 立 a 十 1 个 场 算 符 的 编 时 有 乘积 
Ta papet1) 
其 中 Pp(2) i= ,2 ,nN 十 1， 
设 +1 bt 一 1,2°n 
按 卫 乘积 的 作用 是 把 作用 时 间 最 早 的 算 符 排列 在 最 右边 的 规定 ， 
应 有 了 (pngz… 名 ,Gu+i) 一 TP") Pet 
应 用 (1) 式 得 到 
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Tipe pas Pat1) 一 N(C9n92 Ps) Pet 
十 pzN (py…9s)pst 十 排列 项 
十 pzpspeN (gs…9u)puti 十 排列 项 


eoti 十 排列 项 = 偶数 
人 和 -区 十 排列 项 "= ei 5) 
上 式 中 “排列 项 ”的 含义 与 前 面相 同 , 但 不 包括 a 十 1, 即 mt 不 参 
与 排列 交换 ,要 使 (3) 式 具 有 (1) 形式 ,必须 将 +i 放 入 各 个 N 乘 
积 中 去 .下 面 以 (3) 式 中 第 一 项 为 例 来 说 明 这 个 问题 .根据 入 乘积 
的 定义 有 
Np) =N[ (pf 十 pf) (gt 十 gL-)] 
= D5 To I (4) 
1 iI CI 
其 中 7 表示 {1,2……n) 中 任 一 组 可 能 排列 项 的 指标 ,iC 7 表示 ;是 
中 的 一 个 指标 ,i 凶 1 表 示 j 是 1 以 外 的 指标 ,6 = (一 1)", 表 示 每 
一 项 相应 的 排列 号 标 ,Pi 是 对 应 于 该 排列 所 需 对 调 费 米子 算 符 的 
次 数 。 以 w+i 右 乘 上 式 两 边 得 
Wea me Dol He ho + wr) (5) 
为 了 将 上 式 右边 写成 N 先 积 ,产生 算 符 必须 移 至 Ir? 的 左边 。 


车 qui 和 rk C 站 同 是 玻 色 子 场 算 符 , 则 
一 wo + [ppt 
其 中 [oP ,pH =< opP, p110 > 
s 一 < 0 PpRI0>=< O09p.n10> 
一 和 017Co9+HD10 之 一 Pt 
若 w+ 和 四则 是 费 米 子 算 符 , 则 
pp? 一 一 ww + [gf pH]+ 
其 中 [ww 和 + 一 Ppt PR 
所 以 不 论 put! 是 玻 色 子 ,还 是 费 米子 场 算 符 ,(5) 式 都 可 写成 
N (gr ppt 一 2 ?Le 
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nw + 6 I[s* 3 PO prot 
了 WE ET Ln 


I 
+ oTomen To (6) 
了 I dr 
其 中 6'1.6"1 是 相应 的 新 的 排列 号 标 [[， 表 示 在 i 乘积 中 i 关 k。 上 
式 中 第 一 .三 两 项 可 合并 成 
Np Ppst1) 
第 二 项 可 写成 


a 
Pop N CPP 多) 
= 一 


其 中 由 是 将 pr…9y-ipy9rt1…9 调换 成 mp… 因 -Hg 时 的 排 
列 号 标 。. 于 是 (6) 式 写成 
N (pp)Rt =N (ppst!) 


十 PippiN rpg ps) (7) 
i 


应 用 (2) 和 (7) 式 ,(3) 式 就 是 (1) 式 在 4 十 1 时 的 形式 了 。 于 是 证 明 
了 Wick 第 一 定理 。 

2, Wick 第 二 定理 

将 混合 乘积 变 成 正规 乘积 时 , 仍 按 wick 第 一 定理 的 方法 展 
开 , 只 需 将 同一 正规 乘积 内 同时 间 的 场 算 符 的 收缩 除去 。 

为 证 明 Wick 第 二 定理 ,实际 上 只 需 证 明 同一 正规 乘积 内 同 
时 间 的 两 个 场 算 符 的 收缩 等 于 零 即 可 . 设 m、m 是 同一 正规 乘积 
内 两 个 同时 间 的 场 算 符 ,显然 有 

TIN (p92)] = N (p92) 
另外 有 NLNCmypz)] = Na (pigz) = NCmm) 
按 场 算 符 收缩 的 定义 ,正规 乘 N(qrpz) 的 收缩 (不 是 收缩 的 正规 乘 
积 ) 写 成 
Ngz) =TIN (gz)] — NLN Cp2)] 
=N(g9) — N(gp) = 0 

于 是 ,Wick 第 二 定理 得 证 。 
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附录 V 重 整 化 方法 中 的 积分 计算 


1. 费 受 积分 公式 (Feynman 1949) 


1 


qd2""a, 


GD) 一 DI ae 六 和 -二 (1) 
Pas os 一 ss) 十 wa 一 aa) (2) 
Feynman 图 中 ,每 条 内 电子 线 和 每 条 内 光子 线 分 别 对 3 矩阵 

元 贡献 因子 


和 
它们 都 存在 二 个 一 级 极点 ,用 a 表示 上 式 分 母 , 则 利用 公式 (1) 可 
将 2n 个 一 级 极点 转换 为 两 个 * 级 极点 ,从 而 将 极点 集中 ,使 积分 
简化 。 
这 个 公式 (4) 可 直接 积分 右边 得 到 证 实 。 

现在 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 公 式 (1)。 当 有 =1 时 无 须 证 明 ， 
当 有 =2 时 (1) 式 为 


1 dz 
志 =| az 二 az(l — 2z)]J? 全 
这 式 的 证 明 很 简单 ,只 要 利用 恒等式 
1 1 和 1) 和 “dz 
az az 一 aa a (az 一 0 让。 2 


及 引进 z= mz 十 sz(1 一 z) 就 可 得 到 (5) 式 .为 进一步 讨论 , 先 证明 
公式 
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a] ia 加 
AB ™ J LA TF BO — wT 6 


证 :用 | 二 和 = 卉 | 2 =at hr = 


1 茂 -!duo 1 区 
有 | BCI 一 w) Tri [B+ C4 一 ee 


ah (y— Bidy 
Ta sy Poa 


a PY (2) 
(A— B))s (cae —B 
BD + D7! 
CAB) er : 
其 中 令 = -35 
和 牛顿 二 项 式 展 开 , 积 分 后 再 合并 ,最 后 上 式 右边 
=n 议 , 于 是 (6) 式 得 证 。 “ 
为 了 证 明 为 任意 的 正 整 数 ,(1) 式 都 成 立 ,我 们 引进 变换 
ZI 一 Wy, dzl 一 du 
Z2 = 加 WU2y dz 一 udys 


ges 


el = Mia dre 一 hr dh 


则 (4) 可 写 为 
1 - 1 a 1 he 
andza Dif sm | a 
+ 、 1 
J [ewe 十 aaa ma-z(] 一 1) 十 … 二 all CO— wn) 


(7) 
假设 (4) 式 对 于 有 是 成 立 的 ,可 以 证 明 (1) 式 对 于 Ca 十 1) 也 是 成 立 
的 ,因为 用 二 - 乘 上 式 两 边 得 


1 oh 1 1 1 
QI1G2"… G+1 i D1 eram J Arast1 


其 中 4 为 (7) 式 中 分 母 的 括号 内 各 项 ,利用 (6) 式 代入 上 式 右 边 被 
积 函数 ( 令 B=a,+1) 则 上 式 变 成 


za "| ode eer Te rt TT 
这 实际 上 与 (4) 式 一 致 , 故 得 证 。 

2. 收效 积分 

应 用 公式 (1) 可 以 把 典型 的 积分 (3) 的 分 母 化 成 为 

4 一 [人 一 0)2 十 az 或 写成 A4= [一 264 十 人 " 
其 中 4 代表 四 维 矢量 ,a 或 1 为 一 标量 , 均 与 + 无 关 ,但 可 能 与 辅助 
变量 z 有 关 。 

为 了 下 面 讨论 发 散 积 分 作 好 准备 ,我 们 首先 考虑 积分 是 否 收 
敛 的 情况 .假如 我 们 将 空间 的 坐标 作 才 一己 十 勾 的 变换 , 则 可 使 
4 变换 为 ( 忆 十 5 的 形式 这 样 就 可 以 利用 对 称 性 质 来 讨论 积分 的 
贡献 ,使 得 手续 大 为 简化 。 例 如 ,典型 积分 为 收敛 时 最 后 归结 为 如 
下 的 形式 : 


2)"?d 久 
一 bees CF aD C8) 


以 上 我 们 考虑 了 ,为 奇数 方 时 ,由 于 对 称 性 的 缘故 ,积分 为 零 。 
在 (8) 式 中 对 如 的 积分 Th 


有 两 个 "级 极点 h = =— Velite Reks 
MTkT 十 @, 而 积分 7 的 被 7 
积 函 数 来 自 中 间 态 的 传播 

函数 , 故 按照 第 八 章 8 8. 2 图 一 1 


的 规定 在 复数 平面 上 的 积分 路 线 应 如 图 一 1 所 示 。 

我 们 可 以 把 积分 路 线 沿 反 时 针 方 向 转 过 90" ,不 经 过 极点 ,而 
使 对 的 积分 沿 虚 轴 进行 ,因为 这 样 得 到 的 留 数 仍然 和 原来 的 一 
样 , 故 积分 的 数值 相同 .于 是 原来 的 积分 可 写 为 


人 二 (2 
普 一 站 die [到 十 0657 十 a2)” 
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令 & 二 io; 则 
Ac e214 
eh ce 
注意 在 上 式 中 的 如 寺 娃 十 如 十 寻 十 既而 不 再 是 好 十 碌 十 太一 碾 
及 由 二 dkdtzdksdk, 此 时 在 积分 区 域 里 不 再 有 极点 ,可 直接 求 四 维 
空间 的 体积 分 。 由 于 被 积分 离 数 只 有 ( 妇 ) 出 现 , 故 引用 四 维 球 极 坐 
标 较为 方便 。 令 
k= KcosG, k= Ksindsinbcosg 
ks = Ksingsingsing, ks = Ksingcosb 
二 十 好 二 KK? 
d 估 一 |J|dtd@d9d® = ksin2gsinbpitddgdpdy 
雅 科比 系数 
Ei:, Rt 
oaK 9 
aks 
I7|= |3K 


Ea 
E23 


= Kssin2zgsinb 


Ak 
ak 


积分 限 
K:0—> 00, DO0—>A, :0 x, 9:0— 27 
[sinoao soo| 一 2 

对 收敛 积分 ,由 (8) 式 知 ,要 求 x 一 m>>0. 将 上 面 关系 式 代 入 (9) 式 


得 
(2)m- 


RE | HM fe 
Tm = i27 Ra 
令 1= K?, 于 是 对 "之 3 
I = edt in TMT — m) 
~ TT) GCT (GD Tn) 
in? 


= Bmn 一 m) 
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或 写成 


7 CE” in?_ Tm)T(s — m) 


cm i re) 
其 中 Fo = (4 一 D1,TO) =T(2) 一 1。 

上 二 式 中 的 了 和 8 分别 为 Gamma 和 Beta 函数 。 

3. 发 散 积分 “移动 积分 原点 

对 收敛 积 分 ,移动 积分 原点 ,不 改变 积分 值 , 即 积分 值 对 原点 
移动 的 变化 4 一 0. 下 面 我 们 讨论 发 散 积 分 , 当 积 分 原点 移动 时 ， 
积分 值 的 改变 。 

(1) 对 数 性 发 散 积 分 

一 般 情 况 下 ,对 数 性 发 散 积分 , 当 厌 点 移动 时 ,积分 值 改变 量 
41 王 常数 闫 0, 但 若 积 分 限 为 (一 2 ,co) 则 对 数 性 发 散 积分 A1==0。 
我 们 以 特殊 的 对 数 性 发 散 积 分 说 明 这 一 点 


n= re 六 +0 (11) 
证 : 设 积分 原点 移动 ,使 :一 《十 5 相应 积分 值 由 760 一 10 , 则 


nr rare we 
利用 费 最 公式 (4 和 m 一 244 一直 一 2? 十 oz 及 一旦 十 oa 一 有 一 
吧 一 24 4b, 于 是 (用 了 有 限 积分 可 交换 积分 顺序 ) 


me 1 (8 — 2k + b)dz 
A af Fa 2 05 


二 二 2 for BP(1— 2z) 一 20 


P+at bz(l — 2 
由 于 积分 对 * 具 有 对 称 性 , 故 * 的 奇 次 项 积分 为 零 .用 积分 公 
式 (10) 得 到 


(10) 


TT POH 3" nF a 
代入 前 式 得 到 


Am 这 人 一 200 a et Ll 
0 


az 十 zz(] 一 z) 
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(2) 线 性 发 散 积 分 


kd i 
-上 CE 当 # 一 十 5 时 Ah 一 一 本 
(12) 
证 : 
二 Kd‘k (bb 十 加 )d 估 
A "= (CE | 人 


Meee fe I 

一 ,| Ft [earra -Drap Ha] 
第 二 个 积分 用 费 曼 公 式 (4),n = 2,a 一 (一 0)2 十 aB 一 要 十 a， 
4 一 二 如 一 2b., 于 是 上 式 第 二 个 积分 等 于 


1 2bek 
加 ?adjaz at (25. kzF 


=— ?tal arte 09) 
这 个 积分 是 对 数 性 发 散 积分 ,移动 积分 原点 不 改 交 积分 的 数 
值 , 故 作 原 点 移动 一 十 bz 后 ,上 式 变 成 
和 ?+ bd 人 人 (14) 
上 式 中 分 母 是 此 的 函数 , 故 分 子 为 + 的 奇 次 项 由 于 积分 子 的 对 称 
性 ,可 知 为 零 , 因 而 可 以 路 去 分 子 中 含 * 的 奇 次 项 ,再 注意 到 由 于 
积分 对 称 性 而 导致 的 


2 | 让 
J rt = 4 ta 


则 有 
Xi 二 之 »| Ey 未 se | rE 
3 2, at TF (15) 
上 式 第 三 个 积分 先 对 = 分 部 积分 得 
oj 天 让 下 和 计生 -= | ttt 
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8 | | et 
( 妇 十 a2)2 二 过 (1 ) J 
代入 (15) 式 得 


2 
sn het] eet FFF 
1 
9) :} 
42 十 bj2z(]1 一 z) 
ar] gr 
这 是 一 个 收 伍 积分 ,利用 (10) 式 ,对 dt 积分 后 得 


、 全 十 bz 人 1 一 az 一 ie2 、 
a 0 也 
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